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El modelo constitutivo de fisura distribuida rotante, permite representar el comportamiento de mate-
riales cuasi–frágiles como el concreto simple que se encuentran sometidos a esfuerzos predominantemente
de tensión. En este trabajo se desarrolla, implementa y valida dicho modelo en el marco de los elementos
finitos, considerando un estado plano de esfuerzos.
El modelo propuesto por Jirásek, 2011 fue implementado en el programa de análisis no lineal HY-
PLAS, considerando tres leyes de ablandamiento diferentes y un ancho de banda variable, que es función
del tamaño del elemento finito en la dirección normal a la fisura.
Se simularon tres vigas de concreto simple sometidas a flexión y cortante ensayadas experimentalmente
por otros autores. El primer ensayo muestra un modo I de fractura, mientras que el segundo y tercero
presentan un modo mixto. La respuesta mecánica y la trayectoria de fisuración calculada con el modelo
implementado, muestra gran similitud con los resultados experimentales.
Con el modelo de fisura distribuida rotante, se logró modelar adecuadamente problemas donde el modo
predominante de fallo es el modo I, y también problemas donde el modo I y II son quienes gobiernan el
comportamiento del sólido. Lo anterior indica el potencial del modelo, ya que su formulación esta hecha
para considerar solamente el modo I de fallo, sin embargo, la suposición de rotación de los ejes locales de
la fisura permite que modelos mixtos puedan también ser modelados.
Palabras clave: Materiales cuasi–frágiles, modelo de fisura distribuida rotante, método de los elementos
finitos, mecánica de la fractura.
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Abstrac
The smeared crack rotating model, allows to simulate the behaviour of quasi–brittle materials like the
plain concrete under tension stress. This thesis shows the development, implementation and validation of
this model under the scope of the finite element method, for a plain stress condition.
The constitutive model proposed by Jirásek, 2011 was implemented in a non–linear analysis program
named HYPLAS. In the modelation, three differents softening laws were considered with a variable crack
band width, that is a function of the element size and the normal crack direction.
Three differents plain concrete beams under bending and shear actions, were simulated. These ones
had been tested by others authors previously. The first beam shows a mode I of fracture, while the second
and the third shows a combination of modes I and II. The mechanic response and the crack trajectory
were calculated with the implemented model. The numerical and experimental results are similar.
With the smeared crack rotating model was possible to simulated in a correct way, problems were the
principal failure mode is mode I, and also problems where mode I and II are the ones that rules the beam
beahviour. The above indicates the potential that the model has, because the original model formulation
was made only to consider failure under mode I, however, the assuption about the local axes rotation,
allows to simulate models with a combination of modes I and II.
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en el cual se observan las dos fisuras en la malla fina con ley RH. . . . . . . . . . . . . . . 228
6.21. Viga de Bocca: a) y b) detalle de mallas intermedia y fina de elementos finitos fuertemente
orientada en la porción central de la viga, c) y d) ĺıneas de igual desplazamiento en el
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Caṕıtulo 1
Introducción
El concreto simple se define como un material frágil que posee una importante resistencia a la compresión
y una baja resistencia a la tensión, por lo cual es común que se presenten fisuras por tensión cuando las
demandas exceden las capacidades del material. Las fisuras aparecen cuando el esfuerzo principal positivo
en cierto punto del material supera la resistencia a la tensión, la cual equivale aproximadamente al 10 %
de la resistencia a la compresión. En ciertas estructuras de concreto el mecanismo de falla consiste en el
desarrollo de zonas con alta concentración de fisuras, en donde a medida que se aumenta la carga o el
desplazamiento, se genera la aparición y propagación de una mayor cantidad de estas, aśı como el incre-
mento en la abertura de las mismas. Lo que ocasiona un rápido deterioro en la rigidez de la estructura
que conlleva a un mecanismo de falla.
Los procesos de fracturación de materiales frágiles motivaron a varios investigadores desde aproxima-
damente la mitad del siglo XX a estudiar este fenómeno en el concreto simple y reforzado. Los primeros
fueron Bresler y Wollack, 1952 en los años cincuentas, aśı como Kaplan, 1961 al inicio de los sesentas
y Kesler, Naus y Lott, 1971 en la década de los setentas. Los anteriores estudios significaron un primer
paso en el análisis del proceso de fisuración en materiales frágiles, sin embargo, no lograron ser tenidos
en consideración dentro de los métodos de diseño del concreto simple y reforzado de la época.
Esta tesis tiene como propósito estudiar un método de análisis para el proceso de fisuración en el con-
creto simple, e implementarlo a través de un modelo de elementos finitos. Con esto se busca desarrollar
herramientas numéricas de fácil aplicación, con el fin que los conceptos de fisuración en el concreto simple
puedan ser tenidos en cuenta en las metodoloǵıas de diseño.
El problema se establece en el campo bidimensional de los esfuerzos planos, el cual es apropiado para
modelar elementos estructurales como vigas y placas de concreto, entre otros. En la literatura existen
distintos tipos de análisis para modelar procesos de fisuración en materiales cuasi–frágiles, sin embargo,
este trabajo se concentra en el estudio del modelo de fisura distribuida rotante conocido en la literatura
como smeared crack rotating model. Este modelo fue desarrollado por Rashid, 1968, y junto con el modelo
de fisura discreta son los dos modelos comúnmente empleados para representar el proceso de fractura en
materiales cuasi–frágiles. Este modelo se emplea en el contexto del método de los elementos finitos, con





Es de importancia introducir en el diseño de los elementos de concreto simple y reforzado criterios de
análisis de fractura, con el fin de complementar las metodoloǵıas tradicionales de diseño y construcción.
Es un hecho que la gran mayoŕıa de elementos de concreto bajo cargas normales de servicio se encuen-
tran fisurados a pequeña escala, y aun más, existen situaciones en las cuales elementos sometidos a altas
torsiones y cortantes desarrollan un patrón de fisuración importante, que hace necesario considerar este
mismo en el diseño.
Desarrollar e implementar herramientas computacionales que permitan estudiar el proceso de fisu-
ración, con el objetivo de aplicar estos conocimientos en las técnicas de diseño, cálculo estructural y
construcción, es importante para describir de mejor forma el comportamiento de materiales cuasi–frágiles.
Estructuras como represas, tanques y centrales nucleares, u otras estructuras conformadas por ele-
mentos de concreto pre–esforzado, reforzado con fibras y de alta resistencia, son ejemplos t́ıpicos en los
cuales se hace importante un análisis de fisuración del concreto simple.
1.2. Objetivos
El proceso de fractura del concreto simple a la tensión implica un deterioro progresivo de la rigidez del
material, que debe ser considerado en las diferentes metodoloǵıas de diseño y cálculo estructural. Por tal
motivo, es valioso desarrollar técnicas numéricas que permitan describir dicho proceso, y de esta forma
optimizar el diseño.
1.2.1. Objetivo general
Desarrollar un modelo de elementos finitos que permita simular el proceso de fractura en elementos de
concreto simple, que se puedan describir mediante una condición plana de esfuerzos, utilizando un modelo
constitutivo no lineal de fisura distribuida rotante.
1.2.2. Objetivos espećıficos
• Generar un modelo constitutivo de fisura distribuida rotante para representar el proceso de fisuración
del concreto simple, e implementarlo mediante el método de los elementos finitos para problemas
mecánicos no lineales en el campo bidimensional.
• Simular elementos estructurales de concreto simple que pueden simplificarse a condición plana de
esfuerzos, y comparar los resultados numéricos obtenidos con el modelo propuesto, contra los resul-
tados experimentales realizados por otros autores.
• Adquirir el estado de conocimiento en el tema de la modelación numérica del proceso de fractura
del concreto, bajo el método de la fisura distribuida rotante.
1.3. Desarrollo histórico
A principios del siglo XX se comenzaron a desarrollar los primeros estudios sobre la mecánica de fractura
en diversos materiales como el vidrio y el acero, sin embargo, solamente a partir de las décadas de los
setentas y ochentas se desarrollaron modelos exclusivos para el concreto. Estos se diferencian de los pri-
meros por el factor de escala (size effect), el cual juega un papel fundamental en los elementos de concreto
debido al tamaño de las secciones que se modelan. Petersson, 1981 demostró que al analizar secciones
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de concreto con el método de los elementos finitos, los resultados dependen del tamaño de las secciones,
siendo aśı que secciones grandes presentan fallas de tipo frágil, mientras que secciones pequeñas presentan
fallas de tipo dúctil, lo que conduce a resultados no objetivos. Para mejorar lo anterior, se incorporó el
parámetro externo del factor de escala, con el fin de generar resultados objetivos, donde la influencia del
tamaño de la sección no fuese significativa.
La mecánica de la fractura inicia cuando Inglis, 1913, establece la solución elástica para los esfuerzos
en el vértice de una cavidad elipsoidal. Esto marca un paso importante para el estudio de la fisuración,
ya que las fisuras en los modelos discretos se modelan como discontinuidades elipsoidales en el material.
Inglis encontró que el esfuerzo presenta una aśıntota al infinito en las cercańıas del vértice cuando el eje
menor tiende a cero, es decir, entre mas cerrada es la fisura mayores esfuerzos se presentan al inicio y
fin de la misma. La importancia del trabajo de Inglis radicó en establecer un criterio de enerǵıa para
determinar el inicio y el desarrollo de la fisura, lo que significó un nueva perspectiva en el estudio de la
mecánica de la fractura. Este criterio de enerǵıa fue empleado por la mayoŕıa de estudios posteriores que
analizaron la fracturación en materiales cuasi–frágiles.
El modelo de fisura distribuida fue establecido por Rashid, 1968 en el documento Analysis of Prestres-
sed Concrete Pressure Vessels. En este trabajo se establece un modelo constitutivo no lineal de fisuración,
basado en un medio continuo para materiales cuasi–frágiles sometidos principalmente a cargas de ten-
sión. Antes de este planteamiento, los modelos de fisuración segúıan el modelo de fisura discreta, en donde
la fisura se representa como una discontinuidad f́ısica en el material, lo que genera una discontinuidad en
el campo de desplazamientos, y obliga a redefinir la topoloǵıa de la malla de elementos finitos en cada
incremento de carga o desplazamiento, ya que a medida que la fisura evoluciona, en la malla se crean
nuevos nudos, nuevas condiciones de borde y un nuevo orden en la conexión entre nudos, lo que genera
altos costos computacionales en la simulación.
El modelo de Rashid no requiere redefinir la topoloǵıa de la malla, ya que establece que la fisura
no genera una discontinuidad f́ısica en el material, si no por el contrario, se propone modelar la fisura
como un medio continuo, lo que genera una continuidad en el campo de los desplazamientos. Bajo esta
hipótesis se genera una degradación progresiva de la propiedades mecánicas del material en función de la
abertura de fisura, con lo que se buscan capturar el efecto del proceso de fisuración. El material comienza
con un comportamiento elástico para luego pasar a un estado fisurado cohesivo, en donde se degradan las
propiedades mecánicas del material, y en consecuencia la transmisión de acciones en los sectores fisurados
comienza a decaer, hasta llegar al punto de pérdida de cohesión donde la evolución de la fisura es tal que,
la transmisión de acciones se hace nula en el material fisurado.
Rashid originalmente formuló el modelo de fisura distribuida bajo la metodoloǵıa de fisura fija, que
establece que la dirección de la fisura se determina en el primer incremento de carga o desplazamiento,
y permanece invariante en todo el proceso de fractura. Posteriormente otros investigadores introdujeron
mejoras al método, dentro de los cuales se destacan Suidan y Schnobrich, 1973, que introdujeron el factor
de retención para modelar los esfuerzos cortantes que se pueden trasmitir por los planos paralelos a la
fisura. Cope, Rao, Clark y Norris, 1980 propusieron el método de fisura rotante, donde la dirección de
fisuración rota continuamente entre incrementos de carga o desplazamiento, esta dirección resulta ser
normal a la dirección principal mayor de deformación, y por tal es una variable adicional en el problema.
De Borst y Nauta, 1985 desarrollaron un modelo de múltiples fisuras en distintos planos no ortogo-
nales, basándose en el modelo original de fisura fija establecido por Rashid, 1968. Este modelo marcó un
antes y un después en el modelo de fisura distribuida, debido a la gran acogida que tuvo. Hoy en d́ıa estos
estudios siguen siendo una referencia obligada en esta área de investigación.
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Posteriormente Jirásek, 2000, genera una formulación detallada del modelo de fisura distribuida ro-
tante, en donde se incluyen conceptos como el ancho de banda, el cual permite re–escalar la zona de
fisuración en cada punto material, con el fin que la enerǵıa de fractura que se desarrolle en cada uno
de estos puntos sea una cantidad objetiva. El modelo rotante de Jirásek ha demostrado acercase más a
la realidad del proceso de fractura en materiales cuasi–frágiles, lo que ha hecho que se emplee en gran
medida. El concepto de fisura distribuida rotante fue mejorado por Jirásek, 2002, ya que se incluyeron
alternativas para superar el problema de la falsa transferencia de esfuerzos, que ocurre en mallas de ele-
mentos finitos donde la orientación de los elementos no coincide con la dirección de fisuración.
Luego de los trabajos de Jirásek, 2011, el estudio de materiales cuasi–frágiles sometidos a tensión por
medio del modelo de fisura distribuida rotante, se ha convertido en una de las alternativas mas utilizadas
en la ingenieŕıa de la fractura. Por tal motivo, en este trabajo se optó por desarrollar una herramienta
numérica basada en el modelo de fisura distribuida rotante de Jirásek, 2011, en el marco de los elementos
finitos empleando un programa de análisis no lineal a código abierto como HYPLAS.
Caṕıtulo 2
Conceptos básicos del modelo de fisura
distribuida
En este caṕıtulo se presenta la formulación del modelo constitutivo de fisura distribuida, y se describen
las dos principales posibilidades de análisis bajo este modelo: fisura rotante y fisura fija, haciendo mayor
énfasis en la primera, ya que corresponde a la alternativa empleada en este trabajo.
El modelo de fisura distribuida se ha desarrollado para simular materiales cuasi–frágiles sometidos
principalmente a tensión, en donde el proceso de falla consiste en la aparición de múltiples microfisuras
en una zona espećıfica del material. Este modelo tiene en cuenta la anisotroṕıa del problema debido a la
orientación de las microfisuras en una dirección espećıfica, lo que permite que los valores de las propiedades
mecánicas en la dirección de fisuración, sean diferentes a los valores registrados en otras direcciones.
En el modelo propuesto se considera el deterioro que experimenta el material a causa de las acciones
de tensión, sin embargo, bajo acciones de compresión el modelo no considera ningún umbral después del
cual el material presenta deterioro en sus propiedades mecánicas, como se muestra en la figura 2.1. Dado
que el modelo no posee ĺımite a la compresión, se establece que solamente puede ser utilizado para analizar
materiales cuasi–frágiles bajo acciones predominantemente de tensión.
Los materiales cuasifrágiles como el concreto simple se caracterizan por tener micro vaćıos en su es-



















Figura 2.1: Umbral tensión - compresión en modelo de fisura distribuida.
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Figura 2.2: Fisura discreta y fisura distribuida en un medio continuo no lineal.
micro vaćıos que poseen este tipo de materiales se cierran ante acciones de compresión, lo que permite
que acciones de este tipo puedan ser transmitidas debido a que las caras de los micro vaćıos entran en
contacto, generándose una alta resistencia a la compresión. De forma contraria, ante acciones de tensión
los micro vaćıos del material aumentan en tamaño, y la transmisión de acciones de tensión en esos secto-
res es nula, lo cual genera que las zonas sin micro vaćıos reciban mayor demanda de tensión y se genere
fisuración en estas. Lo anterior hace que en estos materiales la resistencia a la tensión sea inferior a la
resistencia a la compresión, y que el proceso de fisuración este dominado netamente por acciones de tensión.
En los modelos de fisura discreta, las fisuras se modelan como discontinuidades en el medio, por lo cual
existe una discontinuidad en el campo de los desplazamientos, lo que genera que la simulación numérica
de estos modelos sea un reto, ya que básicamente la mayoŕıa de los modelos constitutivos estiman cam-
pos de desplazamientos, con los cuales se evalúan las condiciones de equilibrio, y según sean estas, se
determina si el campo genera una configuración deformada cercana a un estado de equilibrio. Si el campo
presenta discontinuidades, la estimación de los desplazamientos se convierte en una tarea laboriosa en los
sectores donde se presenta dicha irregularidad. Adicionalmente, en estos modelos la aparición de nuevas
fisuras ocasiona que se deban revaluar las conexiones entre los puntos materiales donde estas ocurren.
Para evitar lo anterior, el modelo de fisura distribuida permite modelar las fisuras dentro de un medio
continuo, esto hace que no se presente una discontinuidad en los desplazamientos, y tampoco
sea necesario revaluar las conexiones de los puntos materiales. El modelo de fisura distribuida a diferencia
del método de fisura discreta, permite la formación de múltiples fisuras equivalentes cada una con una
orientación particular, que se desarrollan en un ancho de banda, lo cual se ha comprobado genera mejores
aproximaciones al comportamiento real del concreto bajo esfuerzos de tensión. Autores como Bazant y
Planas, 1998 han demostrado experimentalmente que durante el proceso de fractura en la zona afectada,
se desarrollan múltiples fisuras que poseen un ancho finito. En la figura 2.2 se ilustra la diferencia entre
los dos tipos de modelos mencionados.
El proceso de fractura del concreto consiste en la aparición de un conjunto de múltiples microfisuras,
que poseen una longitud, orientación y abertura propias. Las microfisuras comienzan a formarse en los
sectores del material donde la deformación principal mayor supera el valor de la deformación elástica
máxima. Modelar cada una de las múltiples microfisuras es una tarea impráctica debido a la cantidad y
heterogeneidad de las mismas, ya que cada una tiene una abertura y orientación particular. En cambio,
el modelo de fisura distribuida reemplaza las múltiples microfisuras por una única fisura equivalente en el
sector fisurado. Esta simplificación busca representar la degradación que ocurre en el material a causa de
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Figura 2.3: Fisura equivalente
las múltiples microfisuras, por medio de una única fisura equivalente cohesiva que se desarrolla
en un medio continuo, como se indica en la figura 2.3.
En el modelo de fisura distribuida, los puntos materiales donde se localiza la fisura equivalente tienen
una reducción de su rigidez y resistencia en función de la abertura de fisuración wcnn, la cual es la medida
de separación entre las caras de la fisura equivalente, como se muestra en la figura 2.3. El modelo permite
conservar la continuidad del campo de los desplazamientos en el sólido, lo que implica que este modelo se
establece en la mecánica del medio continuo, y bajo la suposición de un comportamiento no lineal en el
material.
Para determinar el inicio del proceso de fisuración, el modelo emplea el criterio de Rankine modificado
en el estado principal de deformaciones, sin umbral a la compresión (figura 2.1). Lo anterior establece
que la fisura inicia cuando en cierto punto material la deformación principal mayor positiva ε1 supera la







Donde ft es la resistencia a la tensión y Ee es el módulo de elasticidad, ambas se consideran propie-
dades mecánicas del material y son datos de entrada del problema. De hecho, el módulo de elasticidad
Ee se considera función de fc que es la resistencia a la compresión, y para concretos de peso normal se
establece como: Ee =
√
4700 · fc (NSR, 2010).
El comportamiento del material bajo el modelo propuesto se divide en tres etapas como se muestra
en la figura 2.4, las cuales se diferencian por el valor de la deformación principal mayor ε1:
a) Pre–fisuración: En este rango las demandas de deformación generan que la deformación principal
mayor sea menor o igual a la deformación elástica ĺımite, es decir: ε1 ≤ εemax. Por lo que el material
no presenta fisuración alguna y se comporta bajo un modelo de elasticidad lineal, gobernado por el



























Figura 2.4: Etapas del modelo fisura distribuida.
b) Pos–fisuración cohesiva: Ocurre cuando la deformación principal mayor ε1 supera la deformación
elástica ĺımite εemax, pero es inferior a la deformación última εf a la cual se pierde cohesión, es decir:
εemax < ε1 ≤ εf .
En la medida que se desarrolla este rango, la abertura de la fisura equivalente wcnn aumenta, lo que
significa una degradación progresiva en las propiedades mecánicas de los puntos materiales donde se
cumple con el criterio de inicio de fisura. De esta forma, se establece que la fisura tiene un carácter
cohesivo, es decir, la transmisión de acciones como esfuerzos y fuerzas no cae inmediatamente a cero,
si no por el contrario, hay un disminución gradual de estas en función de la abertura de fisuración
wcnn. Lo anterior tiene como propósito simular los procesos de fractura, donde se ha establecido
experimentalmente que en buena parte del proceso de microfisuración, la abertura de fisura no es
lo suficientemente grande para impedir que existan efectos de trabazón entre las caras de la misma.
Dicha trabazón es la causante de la transmisión de las acciones mencionadas.
c) Pos–fisuración no cohesiva: Este rango se presenta cuando la deformación principal mayor supera
la deformación última, es decir: ε1 > εf . En este caso la degradación del material se acelera, y
rápidamente las propiedades mecánicas como el tensor constitutivo tangente y el esfuerzo normal a
las caras de la fisura, toman valores cercanos a cero. El valor de la deformación última εf depende
de la ley de ablandamiento que se emplee en el modelo y del ancho de banda, como se indica en la
secciones 2.2 y 3.3 respectivamente.
La etapa de post–fisuración se presenta cuando varias microfisuras han alcanzado un desarrollo
importante, de forma tal que logran unirse unas con otras, para aśı formar una fisura en la escala
macroscópica, en la cual, la abertura de fisura es considerable y no permite la transmisión de ac-




Figura 2.5: Dirección normal a la fisura.
ciones entre las caras de la misma. Cuando esto ocurre, se considera que en ese punto material las
propiedades mecánicas se han degradado totalmente y no es posible soportar mayores demandas de
esfuerzos de tensión.
El modelo de fisura distribuida supone que la dirección n̂ normal a la fisura, coincide con la dirección
de la deformación principal mayor p̂ 1 , como se muestra en la figura 2.5. Existen otros criterios simila-
res al de Rankine modificado que se pueden emplear en el modelo propuesto, los cuales consideran los
esfuerzos cortantes y de compresión en la zona de fisuración, y en consecuencia, para estos criterios los
dos vectores mencionados no son paralelos. Sin embargo, se ha comprobado experimentalmente (Bazant
& Planas, 1998) que el fenómeno de deformación del concreto bajo tensión genera contracciones laterales
despreciables, lo que hace que el criterio de Rankine modificado empleado en este trabajo sea una buena
aproximación.
En la figura 2.6, se indican los tres modos de falla que se consideran en los materiales cuasi–frágiles. El
modo I se denomina de abertura por tensión, ya que relaciona el esfuerzo de tensión normal a la cara de
la fisura, con la deformación longitudinal correspondiente en la misma dirección. El modo II se denomina
deslizante, ya que relaciona un esfuerzo cortante con la deformación por corte que ocurre entre las super-
ficies de la fisura, en la dirección en que se presenta el avance de la misma. El modo III se denomina de
desgarro, debido a que relaciona a un esfuerzo cortante con la deformación por corte entre las superficies
de la fisura, en la dirección perpendicular al avance de la misma.
El modelo de fisura distribuida propuesto tiene en cuenta para el análisis únicamente el modo I de
fractura, ya que se parte de la suposición que solamente se estudian elementos de concreto simple so-
metidos a acciones predominantemente de tensión. La consideración que se hace sobre la dirección de
fisuración en el modelo de fisura fija, hace necesario establecer un valor del esfuerzo cortante en las caras
de la fisura, por medio del factor de retención de cortante β. En cambio, el modelo de fisura rotante, no
requiere estimar el esfuerzo mencionado debido a la suposición que los ejes locales de la fisura siempre
son coincidentes con los ejes principales de deformación.
El modelo esquemático que representa al modelo propuesto se indica en la figura 2.7. Este modelo
consiste en un sistema en serie entre una componente elástica a y otra componente fisurada b ó c. La
componente elástica se representa mediante un resorte de rigidez positiva de valor Ee, y una deforma-
ción εe, y constituye un comportamiento lineal. La componente fisurada es representada por una única
deformación de fisuración εc, pero por dos sub–sistemas en paralelo, conformados por una componente
de fricción b y otra componente c representada por un resorte de rigidez negativa tangente −Etanc , que
es función de la deformación de fisuración y se encarga de modelar el ablandamiento del material que
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Figura 2.7: Modelo esquemático general.
constituye un comportamiento no lineal, y que ocurre por la disminución de las propiedades mecánicas
debido al proceso de fisuración.
Mientras el estado de deformación del punto material de estudio genere una deformación principal
mayor, menor a la deformación ĺımite elástica, la componente elástica a será quién tome todas las de-
mandas del sistema, es decir mientras ε1 ≤ εemax, el modelo esquemático sigue el camino a − b, donde
la componente de fricción b indica que la fisuración permanece inactiva, y por ende la deformación por
fisuración es nula: εc = 0.
En caso que la deformación principal mayor supere la deformación ĺımite elástica ε1 > εemax, las
demandas sobre el sistema serán tomadas en conjunto por la componente elástica a y por la componente
fisurada c, es decir, el modelo esquemático sigue el camino a−c. El hecho que se active el resorte de rigidez
negativa tangente −Etanc , indica que el proceso de ablandamiento en el material se ha iniciado, debido a
la fisuración que se comienza desarrollar en el mismo. El ablandamiento implica un comportamiento no
lineal y una reducción de las propiedades mecánicas hasta el punto que estas lleguen a valores cercanos
a cero. En este caso la deformación por fisuración deja de ser nula y comienza a tomar valores positivos
que corresponden a deformaciones de tensión, es decir: εc 6= 0.
Debido a que el modelo esquemático es un sistema en serie, el esfuerzo en ambas componentes es igual,
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es decir, el sistema esta sometido a un único esfuerzo:
σ = σe = σc (2.2)
Sin embargo, el sistema en serie implica que la deformación total ε se descompone aditivamente en
dos partes, una deformación elástica εe y una deformación fisurada εc (similar a la deformación plástica
en los modelos de plasticidad), como se muestra a continuación:
ε = εe + εc (2.3)
La primera deformación εe corresponde a la parte elástica, que es la deformación de la componente a
de la figura 2.7, y se presenta en el material no fisurado que se considera está en el rango lineal elástico.
La segunda deformación εc corresponde a aquella que se produce por la formación de fisuras, y solamente
ocurre en ciertos puntos materiales donde se cumple con el criterio de inicio de fractura, es decir, esta
componente se activa solamente en los puntos donde ε1 > εemax, y es nula en los sectores donde ε1 < εemax.
En caso que en el punto material de estudio no se haya alcanzado el criterio de fisuración que se indica
en la ecuación 2.1, se tiene que la totalidad de la deformación será elástica, es decir, no hay deformación
fisurada, y en consecuencia la ecuación 2.3 se convierte en: ε = εe.
En el instante que se inicia la fisura y por ende se activa εc, se define una relación constitutiva que
vincula al esfuerzo de tensión a través de las caras de la fisura σnn, con la deformación por fisuración
εcnn, donde ambas cantidades están en la dirección n̂ normal a la dirección en que se desarrolla la fisu-
ra, y que coincide con la dirección en que se genera la abertura de la misma. Lo anterior establece una
relación de la forma σnn = f (εcnn), la cual es una relación para un modo I de fractura. Esta relación se
establece mediante el modelo constitutivo y también de forma experimental, llamándose esta última ley
de ablandamiento. Las anteriores relaciones deben coincidir, es decir, la predicción del esfuerzo cohesivo
de tensión por parte del modelo σscmnn , y el esfuerzo cohesivo obtenido por la ley de ablandamiento σlann,
deben ser iguales. Para lograr lo anterior, es necesario a partir del campo de deformaciones ε del punto
material de estudio, encontrar el valor de la deformación de fisuración εcnn que permite dicha igualdad de
esfuerzos.
Encontrándose el valor de la deformación de fisuración εcnn que iguala los esfuerzos cohesivos σnn
mencionados, se resuelve el modelo constitutivo, ya que con esta deformación se calcula la pendiente de
fisuración tangente Etanc , la matriz constitutiva tangente y los esfuerzos internos en el punto material
de estudio, y posteriormente repitiendo lo anterior en todos los puntos materiales, se evalúa el equilibrio
del sistema, para finalmente concluir si el campo de desplazamientos genera un estado de equilibrio. En
resumen, con la obtención de la deformación de fisuración εcnn que permite la igualdad de
los esfuerzos cohesivos, se resuelve el problema.
En la secciones 2.1 y 2.3, se presentara el planteamiento unidimensional y multidimensional del modelo
constitutivo de fisura distribuida rotante. Se comienza por el modelo unidimensional, con el fin de facilitar
el entendimiento del otro.
2.1. Modelo unidimensional de fisura distribuida
La relación unidimensional entre el esfuerzo normal a las caras de la fisura σnn y la deformación longitu-
dinal correspondiente εnn, también se representa por medio del modelo esquemático de la figura 2.7, es
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decir, en el caso unidimensional también se tiene un sistema que esta sometido a un único esfuerzo, y en
donde la deformación total se descompone aditivamente en una parte elástica y otra parte fisurada:
σnn = σenn = σcnn (2.4)
εnn = εenn + εcnn (2.5)
Donde σenn es el esfuerzo escalar elástico en la fisura, y σcnn es el esfuerzo escalar de fractura en la
misma. Dado a la igualdad de estos dos, se determina que el sistema esta sometido a un único esfuerzo
σnn. Igualmente εenn es la deformación escalar elástica y εcnn es la deformación escalar por fisuración, la
cual es la variable objetivo a resolver para dar solución al modelo constitutivo.
El material no fisurado responde de manera elástica, y es usual establecer este comportamiento como
lineal elástico. En el caso unidimensional la relación entre el esfuerzo y la deformación en este rango esta
definida por la ley de Hooke, por tal, es el módulo de elasticidad del material Ee quien vincula esta dos
cantidades:
σnn = σenn = Ee · εenn (2.6)
Reemplazando εenn = εnn − εcnn en la ecuación 2.6, se obtiene una expresión escalar que relaciona el
esfuerzo normal cohesivo a las caras de la fisura σnn, con la correspondiente deformación de abertura
de fisura εcnn, donde ambas cantidades ocurren en la dirección n̂ normal a la fisura que coincide con la
dirección en que se genera la abertura (figura 2.5):
σnn = Ee · (εnn − εcnn) (2.7)
La deformación de fisuración en la fisura equivalente εcnn, busca capturar el aporte de las múltiples mi-
crofisuras a la deformación, se considera nula cuando el punto material en estudio esta en el rango elástico,
es decir, cuando la deformación principal mayor es inferior a la deformación elástica ĺımite, ε1 ≤ εemax.
Esta deformación solamente adquiere valor cuando se alcanza el criterio de fractura, lo que ocurre cuando
la deformación principal mayor supera la deformación elástica máxima, ε1 > εemax.
El modelo de fisura distribuida establece que la fisura sigue la dirección normal a la
deformación principal mayor p̂ 1 , como se indica en la figura 2.5, es decir, la dirección normal a la
fisura y la dirección de la deformación principal mayor son coincidentes, n̂ = p̂ 1 . Lo anterior implica que
la deformación principal mayor y la deformación normal a las caras de la fisura deben ser iguales:
ε1 = εnn (2.8)
Reemplazando la ecuación 2.8 en la relación 2.7 se obtiene una expresión alterna para el esfuerzo
cohesivo σnn en función la deformación de fisuración εcnn:
σnn = Ee · (ε1 − εcnn) (2.9)
La solución de la ecuación 2.9 requiere conocer la deformación principal mayor ε1 y la deformación
de fisuración εcnn. La primera variable termina siendo un dato de entrada porque el campo de los des-
plazamientos en el punto de material de estudio es conocido, lo que permite conocer también el campo
de las deformaciones, debido a la linealidad de estas dos cantidades bajo la suposición de deformaciones
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infinitesimales, en otras palabras, con el campo de los desplazamiento se calcula de manera directa el
campo de las deformaciones, y de este último se extrae la deformación principal mayor ε1. Suponiendo
que en el punto material se cumpla con el criterio de fisuración de la ecuación 2.1, obtener el valor de
la deformación de fisuración εcnn para el campo de deformaciones ε de dicho punto, no es inmediato, se
necesita igualar la ecuación 2.9 a otra relación que también es de la forma σnn = f c (εcnn), y se denomina
ley de ablandamiento (sección 2.2):
f c (εcnn) = Ee · (ε1 − εcnn) (2.10)
Resolviendo la igualdad 2.10, se encuentra el valor de la deformación de fisuración εcnn que resuelve
el campo de las deformaciones del punto material, y con la cual se calcula el valor del esfuerzo normal
cohesivo σnn entre las caras de la fisura, para posteriormente encontrar el campo de los esfuerzos σ.
Aplicando lo anterior a todos los puntos materiales, se encuentra el campo de los esfuerzos de toda la
estructura, y con este se calculan las fuerzas internas, para luego comparar contra las fuerzas externas y
determinar si se cumple con un estado de equilibrio.
El grado de complejidad que se demande para la obtención de la deformación de fisuración εcnn, depende
de la forma que posea la ley de ablandamiento, algunas son de carácter lineal, bilineal o exponencial. En
la sección 2.2, se describe detalladamente las principales leyes de ablandamiento que se utilizan en la
mecánica de la fractura de materiales cuasi–frágiles.
2.2. Ley de ablandamiento
El proceso de fractura del concreto y otros materiales cuasi–frágiles consiste en la aparición de una red de
microfisuras, las cuales, a medida que las demandas de esfuerzo de tensión aumentan en distintos puntos
materiales cercanos, crecen en tamaño y abertura hasta generar una unión entre ellas y aśı conformar una
macrofisura. Para modelar este proceso, se realiza una analoǵıa que consiste en simular las microfisuras
de cierto sector mediante una única fisura equivalente, que es capaz de trasmitir esfuerzos de tensión a
través de las caras de la fisura de forma decreciente, hasta el punto en el cual la abertura de la fisura
equivalente es tan amplia que impide la transmisión de cualquier tipo de acción. En dicho instante, la
trasmisión de esfuerzos de tensión en la fisura equivalente se anula, lo cual debe coincidir con el momento
donde las microfisuras se unen para generar la macrofisura.
Para simular la disminución de la tasa de trasmisión de esfuerzos en la fisura equivalente, se establece
experimentalmente la ley de ablandamiento, que relaciona el esfuerzo de tensión en la dirección normal
a la fractura σnn, con la deformación longitudinal por fisuración en esa misma dirección εcnn. Existe una
variación de la ley de ablandamiento que relaciona el esfuerzo σnn con la abertura de fisura wcnn, la cual
es conocida como ley de tracción separación.
Todas las leyes de ablandamiento son funciones escalares de la forma σnn = f c (εcnn) ó σnn = f c (wcnn),
donde es evidente que la única variable independiente es la deformación de fisuración εcnn o la abertura de
fisura wcnn, y por lo tanto, una de las anteriores es la variable objetivo que soluciona el modelo constitutivo.
La ley de ablandamiento mas sencilla establece que cuando la deformación principal mayor ε1 supera
el ĺımite elástico εemax, la transferencia de esfuerzos de tensión por las caras de la fisura se anula, es decir:
ε1 > ε
e
max → σnn = 0 (2.11)
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A pesar de la relativa sencillez de la ley establecida en la ecuación 2.11, esta muestra un salto en el es-
fuerzo cohesivo σnn, desde la resistencia máxima a la tensión ft hasta un valor de cero. Lo anterior ocurre
de manera repentina, genera inestabilidad en la solución numérica y no representa la realidad del proceso
de fractura, ya que como se mencionó anteriormente, la pérdida de cohesión es un proceso gradual debido
a la trabazón que se da entre las caras de la fisura, lo cual permite cierta trasmisión gradual decreciente
del esfuerzo cohesivo σnn.
La obtención de la ley de fisuración se resume en establecer la forma de la función escalar f c, la
cual se obtiene a través de ensayos experimentales. Como resultado, se han establecido distintas leyes
de ablandamiento como lo son: la ley bilineal, la ley exponencial y la ley de Reinhard-Hordijk (RH), las
cuales se describen a continuación:
2.2.1. Ley bilineal
Esta ley se estableció por Petersson, 1981 y consiste en dos lineas rectas que se interceptan en un punto
de su dominio, como se muestra en la figura 2.8. Para su uso se requiere estimar los siguientes tres valores:
εb, σb y εf , donde los dos primeros representan el punto de intersección mencionado, mientras que el
último es la deformación final luego de la cual se pierde cohesión. Esta ley se expresa en términos de la
deformación de fisuración εcnn y de la abertura de fisura wcnn de la siguiente forma:




















si εb ≤ εcnn < εf
0 si εcnn ≥ εf
(2.12)




















si wb ≤ wcnn < wf
0 si wcnn ≥ wf
(2.13)





Donde Gf es la enerǵıa de fractura por unidad de área, es decir, la cantidad de enerǵıa necesaria que
se debe introducir en el material para generar una fisura de una unidad de área. Mientras que ft es el
esfuerzo máximo a tensión que resiste el material.
Cuando la abertura de fisura alcanza el valor establecido en la ecuación 2.14, significa que la separa-
ción entre los bordes de la fisura equivalente, es lo suficientemente grande y la transmisión de esfuerzos
de tensión no es posible, lo cual debe coincidir con el momento en que se genera la macrofisura debido a
la unión entre las microfisuras.
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El punto de intersección entre las dos rectas es (σb, wb), que es el punto de cambio de pendiente de
esta la ley de ablandamiento. Dicho punto esta dado por:
σb = 0.3 · ft
wb = 0.15 · wf
(2.15)
Para encontrar las deformaciones εb y εf , se debe emplear el concepto de ancho de banda H, que es
la distancia sobre la cual se distribuyen uniformemente las deformaciones de fisuración. Este concepto se









Este ley fue establecida por Hordijk, 1991, y posee una formulación sencilla que solo involucra un paráme-
tro de entrada εd ó wd, los cuales son parámetros que controlan el descenso del esfuerzo cohesivo σnn a lo
largo de la curva exponencial, es decir, controlan la concavidad de la curva. A pesar de lo sencillo de la
formulación es una ley que describe en buena forma los resultados obtenidos en ensayos experimentales.
La formulación para esta ley se plantea en función de la deformación normal a las caras de la fisura εcnn
o en función de la abertura de fisura wcnn de la siguiente forma:
























2.2.3. Ley Reinhardt-Hoidijk (RH)
Establecida por Reinhardt, Hordijk y Cornerlissen, 1986 es la ley de fisuración que mejor describe los
resultados experimentales. Posee un carácter exponencial donde se involucran los siguientes tres paráme-
tros de entrada; la deformación final εf luego de la cual se anula la transferencia de esfuerzos normales a
través de las caras de la fisura, y los parámetros c1 y c2 que son variables adimensionales que controlan
la concavidad de la curva exponencial y dependen del tipo de concreto (liviano o normal). Esta ley se
expresa en términos de la deformación de fisuración εcnn o en función de la abertura de fisura wcnn de la
siguiente forma:
σnn = f c (εcnn) = ft

1 + (c1 · εcnn
εf
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σnn = f c (wcnn) = ft

1 + (c1 · wcnn
wf











Cornelissen, Hordijk y Reinhardt, 1986 recomiendan que el valor de las variables adimensionales para
concretos de peso normal sean: c1 = 3 y c2 = 6.93, mientras que para concretos de peso liviano los valores
son: c1 = 1 y c2 = 5.64.
Para el cálculo de la abertura de fisura wf a la cual se pierde cohesión, se emplea nuevamente la





La obtención de la deformación última εf que genera la pérdida de cohesión en la fisura equivalente,





Figura 2.8: Leyes de ablandamiento (Cornelissen, Hordijk & Reinhardt, 1986).
Una comparación gráfica de las anteriores leyes de fisuración se establece en la figura 2.8. En la cual,
se observa que las tres leyes tienden a dar resultados con un margen de diferencia reducido, lo que se
considera aceptable para describir el comportamiento macroscópico del concreto.
Todas las leyes de ablandamiento planteadas poseen distintos datos de entrada, pero poseen la mis-
ma variable independiente a resolver, la deformación de fisuración εcnn. La forma de encontrar un valor
adecuado de εcnn consiste en reemplazar a la izquierda de la ecuación 2.10 cualquiera de las leyes de
ablandamiento, es decir, alguna de las ecuaciones 2.13, 2.17 o 2.21. Como se mencionó, el modelo de fisura
distribuida se conforma por un sistema en serie entre una unidad elástica y otra unidad fisurada, donde el
esfuerzo que se transmite por cada unidad debe ser igual, como se indica en la ecuación 2.4. Empleando
la ley de Hooke para el esfuerzo elástico con la sustitución εe = ε− εcnn, y conociendo que el esfuerzo en
la fisura σnn esta dado por la ley de ablandamiento, se obtiene:
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σenn = Ee (ε− εcnn) = f c (εcnn) = σnn (2.24)
En la relación 2.24 la única variable desconocida es la deformación de fisuración εcnn. Conocida esta
variable inmediatamente se resuelve el problema, ya que sustituyendo εcnn en cualquiera ley de ablan-
damiento se obtiene el esfuerzo σnn que se trasmite a través de las caras de la fisura. Para lo anterior,
se debe igualar la ley de ablandamiento y la ecuación de equilibrio del modelo propuesto (sección 3.2),
con el objetivo de encontrar la deformación εcnn que para el punto material de estudio bajo cierto campo
de deformaciones, permite que se cumpla la igualdad mencionada. Si la ley empleada es la bilineal la
obtención de εcnn es anaĺıtica, mientras que si se emplean la ley exponencial o la ley RH la solución es por
métodos iterativos.
Las leyes de ablandamiento bilineal y RH requieren del cálculo de la abertura de fisura wf para la
cual se pierde cohesión, mientras que la ley exponencial requiere calcular la abertura de fisura wd, que
tiene como función controlar la concavidad de la curva. Las anteriores aberturas se calculan de manera
similar, ya que todas son múltiplos del cociente entre la enerǵıa de fractura por unidad de área Gf y la
resistencia a la tensión del material ft, como se muestra en la ecuaciones 2.14, 2.18 y 2.22. Lo anterior
genera que estas aberturas sean propiedades del material.
Independiente de la ley de ablandamiento que se emplee, el modelo de fisura distribuida requiere que
está sea de la forma σnn = f (εcnn), es decir, la ley no debe ser de tracción separación, si no por el contrario,
debe ser una expresión donde se relacione el esfuerzo con la deformación. Esto obliga a que en todas las
leyes sea necesario emplear el concepto de ancho de banda H, para poder calcular las deformaciones εf ó
εd, que son el cociente entre las aberturas de fisura wf ó wd (propiedades materiales) y el ancho de banda
H. De igual forma, la relación entre la abertura de fisura y la correspondiente deformación por fisuración





El ancho de banda es un concepto complementario al de la fisura equivalente, ya que H es la distancia
sobre la cual se distribuyen uniformemente las deformaciones de fisuración, es decir, es el ancho de la fisura
equivalente que se desarrolla en el medio continuo, y con la cual se representan las múltiples microfisuras
que ocurren en la realidad (figura 2.3).
Calcular el ancho de banda H adecuado depende de consideraciones de la modelación como los tipos de
elementos finitos empleados y la proyección del tamaño de estos sobre la dirección principal de deformación
mayor, entre otros. El cálculo del ancho de banda H se trata con detalle en la sección 3.3
2.3. Modelo multidimensional de fisura distribuida
El modelo esquemático de la figura 2.9 describe el comportamiento del modelo de fisura distribuida en tres
dimensiones (3D). Este consta de un sistema en serie entre una componente elástica y una componente
de fisuración. La parte elástica se representa por medio un resorte de rigidez positiva que modela un com-
portamiento lineal, que en el caso 3D esta caracterizado por el tensor constitutivo elástico Ee de cuarto
orden, y un tensor de deformaciones elásticas εe de segundo orden. La parte fisurada se constituye por un
único tensor de deformaciones de fisuración εc de segundo orden, pero consta de dos subcomponentes que
se encuentran acopladas en paralelo, la primera es una componente de fricción y la segunda es un resorte

















Figura 2.9: Modelo esquemático de fisura distribuida – caso 3D.
que modela el comportamiento no lineal de la fase de ablandamiento. Los tensores Etan2c y Etan3c surgen
del proceso de fractura y se explican en detalle en las secciones 3.5.3 y 3.5.5 respectivamente.
El sistema en serie del modelo esquemático implica que el campo tensorial de las deformaciones ε se
descompone aditivamente en dos partes; una elástica εe que representa el material no fisurado y una parte
fisurada εc que representa el aporte generado por el conjunto de microfisuras, que se concentran en un
sector espećıfico del material. Reescribiendo la ecuación 2.5 en cantidades tensoriales se obtiene:
ε = εe + εc (2.26)
Mientras no se cumpla el criterio de fisuración de la ecuación 2.1, el sistema sigue el camino a − b,
es decir, la fisuración emplea la subcomponente de fricción, y descarta la subcomponente del resorte de
rigidez negativa. Lo anterior significa que el proceso de fisuración permanece inactivo, y por ende, todas
las demandas al sistema son tomadas en totalidad por la componente elástica. Esto implica que el tensor
de deformaciones por fisuración es nulo, εc = 0. En consecuencia la ecuación 2.26 se convierte en: ε = εe.
En caso que se cumpla con el criterio de fisuración, el sistema sigue el camino a−c, donde la componen-
te de fisuración toma el camino del resorte de rigidez negativa, que representa el ablandamiento producto
de la fisuración en el punto material de estudio. Bajo esta circunstancia, el tensor de deformación de fi-
suración deja de ser nulo y comienza a tomar valores propios de deformaciones por tensión, es decir: εc 6= 0.
El hecho que la parte elástica y fisurada se acoplen en serie, ocasiona que el esfuerzo que actúa en
el sistema sea uno solo, es decir, el esfuerzo que experimenta la componente elástica es el mismo que
experimenta la componente fisurada, y por tal, se dice que todo el sistema esta sometido un único campo
tensorial de esfuerzos σ:
σ = σe = σc (2.27)
Como se mencionó, el proceso de fracturación del concreto consiste en la aparición de un grupo de
microfisuras localizadas en puntos materiales cercanos (figura 2.3). El primer reto para la modelación es
cuantificar el área en donde se distribuyen dichas fisuras, con la finalidad de estimar el ancho del sector
fisurado, que es conocido como el ancho de banda H. Modelar cada microfisura es un proceso engorroso








Figura 2.10: Igualdad ejes locales de fisuración y ejes principales de deformación.
e impráctico, por tal razón, la solución bajo el modelo propuesto es establecer una fisura equivalente
cohesiva, cuya deformación de fisuración εcnn se distribuye de manera uniforme sobre un ancho de banda
H. Esta fisura equivalente reemplaza al grupo de microfisuras, y su cohesión se va perdiendo en la medida
que el proceso de fractura avanza, es decir, en la medida que las microfisuras se multiplican, se propagan
y la separación entre caras aumenta.
La cohesión en la fisura equivalente se disipa cuando la abertura de las caras de la fisura supera el
valor ĺımite wf establecido por la ley de ablandamiento que se considere, en este caso el esfuerzo normal a
través de las caras se anula. Lo anterior coincide con el momento en que las microfisuras se unen entre śı
y forman una macrofisura, luego de lo cual el mecanismo de trabazón entre las caras de la fisura se hace
inviable debido a la separación entres estas.
En el caso multidimnesional cada fisura equivalente esta contenida en un plano, el cual esta definido
por una triada de vectores unitarios n̂, m̂ y l̂, que conforman una base ortonormal, y a su vez son los ejes
locales de la fisura como se muestra en la figura 2.10.
Como el modelo propuesto se representa mediante un sistema en serie donde se cumple con la relación
2.27, la obtención de las componentes del estado de esfuerzo σ en un punto material, se deben definir con
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{tc}
n̂
Figura 2.11: Vector tracción de esfuerzos.
respecto a una base coordenada asociada al plano de la fisura, es decir, el tensor de esfuerzos debe estar





σnn σnm σnlσmn σmm σml
σln σlm σll
 (2.28)
El campo tensorial de los esfuerzos σ es simétrico en todo punto material, lo que implica que se tienen
las siguientes igualdades entre los esfuerzos cortantes: σrs = σsr.
Para encontrar los esfuerzos que actúan sobre la fisura equivalente, se debe proyectar el tensor de
esfuerzos σ sobre el plano que contiene a dicha fisura equivalente, que esta definido por el vector normal
unitario n̂. Con esta proyección se obtiene el vector tracción de esfuerzos {tc}, que se muestra en la figura
2.11 y se define aśı:
{tc} = n̂ · σ −→ {tc} = σnnn̂ + σnmm̂ + σnl̂l (2.29)
Se presenta un esfuerzo normal de tracción σnn en la dirección n̂, que por equilibrio debe ser igual al
esfuerzo que se trasmite por las caras de la fisura equivalente según la ley de ablandamiento que corres-
ponda. La componente de esfuerzo σnn esta ligada al modo I de fractura, mientras que las componentes
σnm y σnl son esfuerzos cortantes que describen los modos II y III respectivamente (figura 2.6). Estos
últimos modos no se tienen en cuenta en la mayoŕıa de los modelos constitutivos para materiales cuasi–
frágiles, debido a la poca influencia que tienen en el proceso de fisuración (Jirásek, 2002). Este proceso
en materiales como el concreto simple, esta dominado por el modo I de fractura.
La obtención de las componentes de esfuerzo del vector {tc} se realiza proyectando el tensor de
esfuerzos σ en la dirección que corresponde, es decir:
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σnn = n̂ · σ · n̂ = {tc} · n̂
σnm = n̂ · σ · m̂ = {tc} · m̂
σnl = n̂ · σ · l̂ = {tc} · l̂
(2.30)
Las deformaciones laterales que ocurren en este tipo de problemas son despreciables (Bazant & Planas,
1998), es decir, εcnn = εcll = 0. Esto genera que los esfuerzos normales asociados σmm y σll no se consideren
en el análisis.
Al ser un modelo en serie, el campo de las deformaciones ε en cada punto material es la suma de
las deformaciones elásticas εe y fisuradas εc (ecuación 2.26). En consecuencia, el campo tensorial de las

















































Asociado al vector tracción de esfuerzos {tc}, esta el vector de deformación {ec} que contiene a las
deformaciones que actúan en el plano en que se desarrolla la fisura, es decir, aquel plano cuya normal es
el vector unitario n̂. Para obtener {ec} es necesario proyectar el tensor de deformaciones de fisuración εc
sobre el vector unitario n̂ que indica la dirección normal a la fisura:
{ec} = n̂ · εc −→ {ec} = εcnnn̂ + εcnmm̂ + εcnl̂l (2.32)
De manera similar, el vector {ec} tiene una componente de deformación axial εcnn que es la misma
deformación de fisuración que aparece en las leyes de ablandamiento, y que como se ha establecido es la
variable objetivo que se requiere obtener para resolver el modelo constitutivo. Las otras dos componentes
εcnm y εcnl, están relacionadas con los esfuerzos cortantes σnm y σnl respectivamente, ya que la deformación
angular en el plano ij solamente dependen del esfuerzo de cortante ij.
La obtención de las componentes de deformación del vector {ec} se realiza proyectando el tensor de
deformaciones ε en las direcciones que corresponde, es decir:
εcnn = n̂ · ε · n̂ = {ec} · n̂
εcnm = n̂ · ε · m̂ = {ec} · m̂
εcnl = n̂ · ε · l̂ = {ec} · l̂
(2.33)
Cada componente del vector tracción de esfuerzos {tc} y de deformaciones {ec}, se deben relacionar
por medio de una ley de ablandamiento particular, es decir, se necesita obtener experimentalmente tres
leyes de ablandamiento, una por cada componente:
σnn = f1 (εcnn)
σnm = f2 (εcnm)
σnl = f3 (εcnl)
(2.34)
Las tres leyes de ablandamiento están desacopladas entre śı, lo cual dificulta la obtención de estas, ya
que cada una corresponde a un desarrollo experimental diferente. En el estudio de materiales cuasi–frági-
les lo convencional es encontrar desarrollos experimentales para la primera ley, aquella que relaciona el
36 2.3. Modelo multidimensional de fisura distribuida
esfuerzo que se trasmite a través de las caras de la fisura equivalente σnn, con la deformación longitudinal
a la separación de las caras εcnn, o en su defecto con la correspondiente abertura de fisura wcnn. Esta
ley corresponde al modo I de fractura, que es el modo dominante en materiales cuasi–frágiles sometidos
predominantemente a tensión. La ley que relaciona el esfuerzo cortante σnm con la deformación angular
εcnm corresponde al modo II, mientras que la ley que relaciona el esfuerzo cortante σnl con la deformación
angular εcnl corresponde al modo III. Las últimas dos leyes tienen poco desarrollo experimental porque
están desacopladas y su obtención en laboratorio es laboriosa.
Para el modelo de fisura distribuida fija en el campo multidimensional, es necesario obtener las tres
leyes de ablandamiento de la relación 2.34, ya que al considerarse invariante la dirección de fisuración
se requiere calcular los esfuerzos cortantes en el plano de la fisura. Esto genera que el modelo de fisura
fija tenga tres variables objetivo simultaneas, las cuales son las deformaciones de fisuración: εcnn, εcnm y
εcnl. En este modelo se debe resolver simultáneamente estas tres incógnitas y en consecuencia debe existir
un algoritmo de solución para cada una de ellas. Lo anterior ocasiona que este modelo tenga una alta
complejidad, ocasionada por la suposición de mantener invariante la dirección de fisuración.
En el modelo de fisura distribuida rotante, la suposición que establece que los ejes locales de la fisura
n̂, m̂ y l̂ siempre rotan con el objetivo de alinearse con las direcciones principales de deformación p̂ 1 , p̂ 2
y p̂ 3 , ocasiona que el sistema local de la fisura sea un sistema de deformaciones principales,
y en consecuencia, las deformaciones angulares locales εcnm y εcnl desaparecen, y los esfuerzos cortantes
σnm y σnl se anulan, lo que hace que la segunda y tercera ley de ablandamiento sean innecesarias. De
esta forma la suposición de rotación de los ejes locales de la fisura permite obtener un modelo mas sencillo.
Hasta el momento la formulación presentada se ha establecido en los ejes locales de la fisura que están
definidos por los vectores unitarios n̂, m̂ y l̂, en lo que continua se busca transformar las deformaciones y
esfuerzos al sistema global. Esta transformación se realiza por medio del producto tensorial entre el vector
unitario n̂ en la dirección de apertura de fisura, y el vector de deformaciones de fisuración local {ec} en
plano de la fisura equivalente, de la siguiente forma:
εc = n̂⊗ {ec}
εc = n̂⊗
[
εcnnn̂ + εcnmm̂ + εcnl̂l
]




Por ser un modelo en serie, se presenta una igualdad en el campo tensorial de los esfuerzos, la cual
se describe en la ecuación 2.27. Esta igualdad permite obtener el campo de los esfuerzos por medio de la
ley de Hooke, ya que el material no fisurado es gobernado por un modelo elástico lineal que establece lo
siguiente:
σe = σ = Ee: εe (2.36)
Sustituyendo εe = ε− εc, para luego reemplazar εc = n̂⊗ {ec}, en la ecuación 2.36 se obtiene:
σe = σc = σ = Ee : [ε− (n̂⊗ {ec})] (2.37)
En la relación 2.37 el vector de deformaciones de la fisura en el sistema local {ec} y la dirección
normal a la fisura n̂, son las variables a encontrar por medio del modelo constitutivo.
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Para encontrar n̂ y {ec}, se proyecta el campo tensorial de los esfuerzos σ sobre la dirección normal
n̂ en que se desarrolla la fisura, con el objetivo de encontrar el vector tracción de esfuerzos {tc} en el
plano de la fisura, e igualar este a la ecuación 2.29. Lo que da como resultado:
{tc} = n̂ · σ −→ {tc} = n̂ · Ee : [ε− (n̂⊗ {ec})] (2.38)
La parte derecha de la expresión 2.38 aplica tanto al modelo de fisura fija como para el de fisura
rotante, mientras que la parte izquierda es la ley de ablandamiento que corresponda.
Cuando el material se encuentra en un estado previo a la factura, el valor del vector de fisuración en
el sistema local {ec} debe ser nulo, y en consecuencia todos los puntos materiales son gobernados por
un modelo elástico lineal. Al igual que en el modelo unidimensional, el criterio de inicio de fractura es
el criterio de Rankine modificado en el estado principal de deformaciones, sin umbral de compresión, el
cual establece que la fisuración se inicia en los puntos materiales donde la deformación principal mayor a
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Caṕıtulo 3
Modelo de fisura distribuida rotante
En el modelo de fisura distribuida rotante el vector n̂ normal a la dirección de propagación de la fisura
equivalente, rota en cada incremento de carga o desplazamiento, ya que se considera que este vector
conserva la dirección de la deformación principal mayor ε1, es decir, n̂ = p̂ 1 . Esta consideración permite
establecer que el sistema de ejes locales de la fisura n̂, m̂ y l̂, coincide con las direcciones principales de
deformación p̂ 1 , p̂ 2 y p̂ 3 , como se indica en la figura 2.10, es decir:
n̂ = p̂ 1 ; m̂ = p̂ 2 ; l̂ = p̂ 3 (3.1)
Cada incremento de las acciones externas produce un nuevo campo de desplazamientos, y en conse-
cuencia se genera un nuevo campo de deformaciones ε y un nuevo conjunto de direcciones principales de
deformación. Esto genera que para cada incremento aparezca una nueva dirección principal mayor p̂ 1 en
cada punto material, lo que conlleva a una rotación en la dirección n̂ normal al plano de la fisura. De
igual forma, el campo de los esfuerzos σ cambia en cada incremento como consecuencia del cambio en el
campo de las deformaciones ε, y de la degradación que sufre el material como resultado del proceso de
fisuración en el medio continuo, lo cual esta determinado por el modelo constitutivo de fisura distribuida
rotante. En resumen, con la aplicación de cada incremento de acciones en que divide el problema, se
espera que el vector n̂ normal a la dirección de fisuración rote.
{tc} = σ · n̂ = {σnn, σnm, σnl}
{ec} = ε · n̂ = {εcnn, εcnm, εcnl}
(3.2)
La igualdad entre los ejes locales de la fisura n̂, m̂ y l̂ y las direcciones principales de deformación p̂ 1
p̂ 2 y p̂ 3 dadas en la ecuación 3.1, implica que: los ejes locales de fisuración rotaran continuamente en la
medida que se degrada el material, y que los vectores {tc} y {ec} definidos en la ecuación 3.2, que descri-
ben la proyección del tensor de esfuerzos y de deformaciones sobre el plano de la fisura respectivamente,
estarán dados también en los ejes principales de deformación. En otras palabras, los ejes locales de
la fisura siempre son ejes principales de deformación, lo que implica que las componentes de
deformación angular del vector {ec} son nulas. Anteriormente se estableció que el esfuerzo cortante
en el plano ij únicamente depende de la deformación por cortante en el mismo plano, lo que ocasiona
que los esfuerzos cortantes del vector tracción {tc} también son nulos. Las implicaciones de
la alineación de los ejes locales de la fisura con los ejes principales de deformación se presentan en la
siguiente igualdad:
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εcnm = 0
εcnl = 0
σnm = g (εcnm) −→ σnm = 0
σnl = h (εcnl) −→ σnl = 0
(3.3)
En cambio, la componente de deformación normal a la fisura εcnn y su correspondiente esfuerzo σnn,
son diferentes de cero y se relacionan de la siguiente forma:
εcnn 6= 0
σnn = f (εcnn) 6= 0
(3.4)
Aplicando las nulidades que se plantean en la ecuación 3.3, sobre las componentes del vector de





Se observa la simplificación que se obtiene en los vectores de esfuerzo {tc} y de deformación {ec}
bajo la suposición de un modelo de fisura distribuida rotante, en donde estos se convierten básicamente
en vectores paralelos a n̂, como consecuencia que los ejes locales de la fisura sean ejes principales de
deformación. Reemplazando el valor del vector de deformaciones {ec} en la ecuación 2.37, se obtiene:
σe = σc = σ = Ee : [ε− (n̂⊗ εcnnn̂)]
σ = Ee : [ε− (n̂⊗ n̂) εcnn]
(3.6)
La anterior ecuación se simplifica definiendo un nuevo término N como un tensor direccional de
segundo orden dado por: N = n̂ ⊗ n̂, con lo cual se obtiene la siguiente expresión para el tensor de
esfuerzos:
σ = Ee : [ε−Nεcnn]
σ = Ee : ε− Ee : Nεcnn
(3.7)
3.1. Ecuación constitutiva del material
A continuación se define una relación expĺıcita que indica la igualdad entre el vector tracción de esfuerzos
y la proyección del campo tensorial de los esfuerzos sobre el plano en que se desarrolla la fisura (ecuación
2.38). Lo anterior constituye una relación de equilibrio. Esta igualdad se simplifica en gran medida para
el modelo de fisura distribuida rotante, ya que el vector tracción posee solamente una componente, la
cual es σnn. Esta última debe ser igual a proyectar el campo tensorial de los esfuerzos sobre el plano de
la fisura y después proyectar el vector tracción resultante en la dirección normal a dicho plano, es decir:
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σnn = {tc} · n̂ = n̂ · σ︸ ︷︷ ︸
{tc}
·n̂ (3.8)





que se tiene que: n̂ · σ · n̂ = σ : (n̂⊗ n̂), sin embargo por definición N = (n̂⊗ n̂), y en consecuencia se
obtiene: n̂ · σ · n̂ = σ : N = N : σ, siendo N y σ tensores de segundo orden con simetŕıa mayor y menor.
Sustituyendo el tensor de esfuerzos σ, por lo establecido en la relación 3.7, se consigue la ecuación de
equilibrio del modelo de fisura distribuida rotante:
σnn = f (εcnn) = n̂ · σ · n̂
σnn = f (εcnn) = N : σ
σnn = f (εcnn) = N : (Ee : ε− Ee : Nεcnn)
σnn = f (εcnn) = N : Ee : ε−N : Ee : Nεcnn
(3.9)
Al sustituir la parte izquierda de la igualdad 3.9 por una de las funciones planteadas como ley de
ablandamiento f (εcnn) en la sección 2.2, se establece una expresión en términos del tensor de deformación
ε, la deformación de fisuración εcnn y su dirección n̂ (dirección de abertura de fisura). La parte derecha
de la igualdad corresponde al resultado que se obtiene por medio del modelo constitutivo.
Los modelos numéricos de problemas mecánicos de valor en la frontera, tienen por objeto encontrar
un campo de desplazamientos nodales {a} que satisface de manera aproximada el equilibrio del sistema.
Conociendo el campo de los desplazamientos nodales {a}, la obtención del campo de deformaciones tota-
les ε en cada punto material es inmediato bajo la suposición de deformaciones infinitesimales, ya que las
deformaciones son función lineal de los desplazamientos en todo rango en que se encuentre el material.
Por lo anterior, el tensor de deformaciones ε es una variable de entrada para el modelo constitutivo. Del
tensor ε se extraen las deformaciones que corresponden a cierto punto material y con estas se obtienen
las deformaciones principales ε1, ε2 y ε3, al igual que las direcciones principales asociadas p̂ 1 , p̂ 2 y p̂ 3 .
Por lo anterior, en la relación 3.9 la dirección n̂ normal al plano en que se desarrolla la fisura, es un
dato de entrada, ya que esta dirección es igual a la del vector principal mayor de deformaciones p̂ 1 , el
cual se calcula a partir del campo de deformaciones ε. En consecuencia, el tensor direccional N de segundo
orden es conocido, lo que genera que la única incógnita de la ecuación constitutiva sea la deformación de
fisuración εcnn. La obtención de esta deformación podrá ser anaĺıtica si la ley de ablandamiento es bili-
neal, o deberá realizarse mediante métodos iterativos como Newton-Raphson si la ley de ablandamiento
es exponencial o Reinhardt–Hoidijk (RH).
El material no fisurado se comporta como elástico lineal, y el tensor constitutivo elástico en la ecuación
3.9 es aquel que se indica en la siguiente relación:
Ee = λ (1⊗ 1) + 2µIS
λ = E
e · ν
(1 + ν) · (1− 2ν)
µ = G = E
e
2 · (1 + ν)
(3.10)
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Ee1111=(λ+ 2µ) Ee1122=λ Ee1133=λ Ee1123=0 Ee1113=0 Ee1112=0
Ee2211=λ Ee2222=(λ+ 2µ) Ee2233=λ Ee2223=0 Ee2213=0 Ee2212=0
Ee3311=λ Ee3322=λ Ee3333=(λ+ 2µ) Ee3323=0 Ee3313=0 Ee3312=0
Ee2311=0 Ee2322=0 Ee2333=0 Ee2323=µ Ee2313=0 Ee2312=0
Ee1311=0 Ee1322=0 Ee1333=0 Ee1323=0 Ee1313=µ Ee1312=0
Ee1211=0 Ee1222=0 Ee1233=0 Ee1223=0 Ee1213=0 Ee1212=µ
Tabla 3.1: Representación en notación de Voigt del tensor Ee.
Donde λ y µ son las constantes de Lamé que se obtienen a partir de las propiedades mecánicas elásticas
del material Ee y ν, mientras que 1 y IS son tensores identidad simétricos de segundo y cuarto orden
respectivamente. Al ser Ee un tensor de cuarto orden con simetŕıa mayor y menor, se puede representar
por medio de una matriz simétrica de 6x6 en notación de Voigt1 como se indica en la tabla 3.1
Si en la ecuación 3.9 se reemplaza el tensor constitutivo elástico Ee por lo establecido en la relación
3.10, se tiene:
N : Ee : ε = N : [λ (1⊗ 1) + 2µIS] : ε
N : Ee : ε = [λN : (1⊗ 1) + 2µN : IS] : ε
(3.11)
Empleando las propiedades algebraicas que se demuestran en los anexos A.1 y A.2, el primer y segundo
término a la derecha de la ecuación 3.11 se convierten en:
N : (1⊗ 1) = tr (N) 1
N : IS = N
(3.12)
Reemplazando las relaciones 3.12 en la ecuación 3.11 se obtiene:
N : Ee : ε = [λtr (N) 1 + 2µN] : ε
N : Ee : ε = λtr (N) (1 : ε) + 2µ (N : ε) (3.13)
Del anexo A.3 se conoce que la traza del tensor N es unitaria, es decir, tr (N) = 1. Introduciendo
esto en 3.13, el término N : Ee : ε resulta ser igual a:
N : Ee : ε = λ(1 : ε) + 2µ(N : ε) (3.14)
Ahora se procede a deducir el segundo término a la derecha de la igualdad 3.9, es decir N : Ee : Nεcnn.
De la relación 3.13 se puede establecer que:
N : Ee = λtr (N)1 + 2µN
N : Ee = λ1 + 2µN (3.15)
1Todo tensor de cuarto orden con simetŕıa mayor se puede representar por medio de una matriz también simétrica de 6x6
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En consecuencia:
(N : Ee) : Nεcnn = (λ1 + 2µN) : Nεcnn
N : Ee : Nεcnn = (λ1 : N + 2µN : N) εcnn
Empleando los anexos A.4 y A.5, se encuentra que 1 : N = tr (N) = 1 y N : N = 1. Reemplazando
lo anterior se obtiene:
N : Ee : Nεcnn =
λ1 : N︸ ︷︷ ︸
1
+2µN : N︸ ︷︷ ︸
1
 εcnn
N : Ee : Nεcnn = (λ+ 2µ) εcnn
(3.16)
Reemplazando las simplificaciones dadas por las expresiones 3.14 y 3.16, en el primer y segundo
término de la ecuación 3.9 respectivamente, se consigue la siguiente relación constitutiva:
σnn = f (εcnn) = N : Ee : ε−N : Ee : Nεcnn
σnn = f (εcnn) = [λ1 + 2µN] : ε− (λ+ 2µ) εcnn
σnn = f (εcnn) = [λ (1 : ε) + 2µ (N : ε)]− (λ+ 2µ) εcnn
(3.17)
La ecuación constitutiva 3.17 se puede simplificar aún mas, haciendo uso del álgebra tensorial de los
anexos A.6 y A.7, de donde se extrae que (1 : ε) = tr (ε) y (N : ε) = n̂ · ε · n̂, reemplazando lo anterior
se tiene:
σnn = f (εcnn) = λtr (ε) + 2µ (n̂ · ε · n̂)− (λ+ 2µ) εcnn (3.18)
La operación n̂ · ε · n̂ significa proyectar el campo tensorial de las deformaciones en el plano en que
se desarrolla la fisura (aquél cuya normal es n̂), con lo que se obtiene el vector de deformaciones en dicho
plano {en}, para luego volver a proyectar {en} en la dirección n̂, y aśı conseguir εnn = εenn + εcnn, que es
la componente total de deformación en la dirección n̂. Esta deformación es la suma de la proyección de
la deformación elástica εenn y la fisurada εcnn, en dicha dirección:
N : ε = n̂ · ε · n̂
n̂ · ε · n̂ = εnn
εnn = εenn + εcnn
(3.19)
Bajo la hipótesis que indica que los ejes locales de la fisura rotan para alinearse con las direcciones
principales de deformación, se concluye que la dirección n̂ normal a la fisura siempre coincide con la
dirección p̂ 1 en que se produce la deformación principal mayor ε1. En consecuencia, la deformación de
fisuración que ocurre en la dirección n̂ llamada εnn, debe ser igual a la deformación que se presenta en la
dirección p̂ 1 , es decir:
εnn = ε1 (3.20)


























Figura 3.1: Etapas del modelo de fisura distribuida rotante.
La igualdad en la ecuación 3.20, es consecuencia de que ambas cantidades representan la deformación
total del material en la misma dirección. Reescribiendo la expresión 3.19, con la sustitución anterior se
obtiene:
N : ε = n̂ · ε · n̂ = ε1 (3.21)
Aplicando la relación 3.21 en la ecuación 3.18, se obtiene la expresión final para el esfuerzo cohesivo que
calcula el modelo constitutivo, y que se transmite por las caras de la fisura. Esta expresión se denominara
de ahora en adelante como recta de Jirasék:
σnn = f (εcnn) = λtr (ε) + 2µε1 − (λ+ 2µ) εcnn (3.22)
El modelo constitutivo de fisura distribuida rotante clasifica a cada punto material en tres posibles
rangos, los cuales se señalan en la figura 3.1. El criterio de comparación es la deformación principal mayor
ε1. En caso que ε1 sea menor a la deformación elástica máxima εemax, se considera que el material esta en
el rango elástico lineal. En cambio, si ε1 supera la deformación anterior pero es menor a la deformación
última εf , se considera que el punto material esta en el rango de fisuración cohesiva, y es en este rango
donde se aplica el modelo constitutivo. Por último, si ε1 supera la deformación última, se considera que
el material se encuentra en un rango de perdida de cohesión donde la transmisión del esfuerzo cohesivo
se anula. Todo lo anterior se resumen en la siguiente ecuación:
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σnn = n̂ · (Ee : ε) · n̂←→ ε1 ≤ εemax → εcnn = 0 (3.23a)
σnn = f c (εcnn) = λtr (ε) + 2µε1 − (λ+ 2µ) εcnn ←→ εemax < ε1 < εf → εcnn > 0 (3.23b)
σnn = 0←→ ε1 ≥ εf → εcnn = ε1 − εemax (3.23c)
La relación 3.23b es la ecuación constitutiva de equilibrio para el modelo de fisura distribuida rotante
en el de rango de fisuración cohesiva. En esta ecuación la única incógnita es la deformación de fisuración
εcnn. Conocida esta variable se da solución al modelo constitutivo.
Sustituyendo la parte izquierda de la igualdad por cualquiera de las leyes de ablandamiento presenta-
das en la sección 2.2, se consigue la ecuación constitutiva completa para el modelo de fisura distribuida
rotante. Esta ecuación se emplea para encontrar el valor de la deformación de fisuración εcnn, que permite
la igualdad entre el esfuerzo normal a las caras de la fisura calculado con el modelo constitutivo, y el
esfuerzo determinado con la ley de ablandamiento. Conocido εcnn, se sustituye este dentro de la ecuación
3.7 y se tiene como resultado el campo tensorial de los esfuerzos.
Para resolver la ecuación que corresponda de la relación 3.23, se requieren las constantes de Lame λ
y µ, la traza del tensor de deformaciones tr (ε), y la deformación principal mayor ε1. Estas últimas dos
se obtienen a partir del campo nodal de los desplazamientos, ya que al ser un problema de deformaciones
infinitesimales, la relación entre los desplazamientos y las deformaciones es lineal, lo que permite obtener
el campo de las deformaciones ε de manera directa.
La traza de deformaciones tr (ε) y la deformación principal mayor ε1 son cantidades escalares que no
son función de la deformación de fisuración εcnn. Para explicar esto, considere que se busca dar solución
al n–ésimo incremento de desplazamientos, por medio de la k–ésima iteración, por tal motivo, el modelo




, del cual se deriva el tensor de defor-
maciones εkn. Durante la solución de la k–ésima iteración, el campo de los desplazamientos permanece
constante, y por ende, el campo de las deformaciones también se mantendrá constante, lo cual genera que
cantidades que se calculan del campo de las deformaciones como la traza tr (ε) y la deformación principal
mayor ε1, deban igualmente permanecer fijas durante la k–ésima iteración, lo que hace concluir que estas
variables son independientes de la deformación de fisuración εcnn.
3.1.1. Aplicación de la ley de ablandamiento bilineal en la ecuación constitutiva.
Reemplazando dentro de la relación 3.23b el valor del esfuerzo cohesivo σnn, por aquel que se establece en la




















= λtr (ε) + 2µε1 − (λ+ 2µ) εcnn si εb ≤ εcnn < εf
0 si εcnn ≥ εf
(3.24)
En el caso de la ley bilineal la obtención de la deformación de fisuración εcnn es anaĺıtica, ya que a
izquierda y derecha de las igualdades de la ecuación constitutiva 3.24, se encuentran lineas rectas. En
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consecuencia, la solución para εcnn es el punto de intersección de dichas rectas. A continuación se presenta
esta solución:
εcnn =





si 0 ≤ εcnn < εb
εcnn =









) si εb ≤ εcnn < εf
(3.25)
3.1.2. Aplicación de la ley de ablandamiento exponencial en la ecuación constitutiva.
Reemplazando dentro de la relación 3.23b el valor del esfuerzo cohesivo σnn, por aquel que se establece en la









= λtr (ε) + 2µε1 − (λ+ 2µ) εcnn (3.26)
La solución para la deformación de fisuración εcnn, en la ecuación constitutiva 3.26 se debe dar por
medio de métodos iterativos (sección 3.2), ya que a la izquierda de la igualdad ocurre una curva exponencial
y a la derecha aparece una recta, y en ambos casos la variable objetivo εcnn esta como argumento.
3.1.3. Aplicación de la ley de ablandamiento Reinhardt–Hoidijk (RH) en la ecuación
constitutiva.
Reemplazando dentro de la relación 3.23b el valor del esfuerzo cohesivo σnn, por aquel que se establece en la

















= λtr (ε) + 2µε1 − (λ+ 2µ) εcnn
(3.27)
Para obtener el valor de la deformación de fisuración εcnn que da solución a la ecuación constitutiva
3.27, se deben aplicar de métodos iterativos (sección 3.2), debido a la complejidad de la expresión expo-
nencial que se encuentra a la izquierda de la igualdad.
3.2. Solución numérica de ecuación la constitutiva por el método de
Newton-Rapshon
Para encontrar la deformación de fisuración εcnn de la ecuación constitutiva exponencial 3.26 ó de la
ecuación constitutiva RH 3.27, es necesario implementar un método iterativo. En este trabajo se decidió












Figura 3.2: Método Newton - Rapshon (NR).
emplear el método de Newton-Raphson, el cual se ilustra en la figura 3.2 (Chapra, s.f.). Para aplicar este
método es necesario crear una función G cuya única variable independiente sea la variable objetivo εcnn. La
función G es el resultado de la resta de dos funciones: G1 y G2 que también son funciones exclusivas de la
deformación de fisuración εcnn. La primera función G1 es la recta de Jirásek: λtr (ε)+2µε1− (λ+ 2µ) εcnn,
mientras que la función Gexp2 y GRH2 es la ley de ablandamiento exponencial y la ley de ablandamiento
RH respectivamente, que están dadas por las ecuaciones 2.17 y 2.20, es decir:
G (εcnn) = G1 −G2
G1 = λtr (ε) + 2µε1 − (λ+ 2µ) εcnn









1 + (c1 · εcnn
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El objetivo es encontrar un valor de la deformación de fisuración εcnn, que genere que la función G (εcnn)
de valores cercanos a cero, en otras palabras, encontrar una ráız para dicha función: G (εcnn) ≈ 0. Al ser
G1 y G2 funciones de una sola variable, estas se pueden graficar en un espacio bidimensional en donde las
abscisas representen la deformación de fisuración y en las ordenadas se de el valor de dichas funciones.
El punto de intersección entre las dos funciones indica el valor de la deformación de fisuración εcnn que
genera la nulidad de la función G. Este proceso se indica gráficamente en la figura 3.3.
Para implementar el método numérico de Newton-Rapshon es necesario conocer la derivada de la
función G con respecto a la variable objetivo εcnn. Dicha derivada se denomina G′ y se define por medio
de la ecuación 3.29. Para el cálculo de G′ se debe tener en cuenta que la traza de deformaciones tr (ε)
y la deformación principal mayor ε1, no son funciones de la deformación de fisuración εcnn, si no por
el contrario son constantes con respecto a esta variable. Lo anterior se debe a que la traza tr (ε) y la
deformación principal ε1 se obtienen del campo de deformaciones ε del punto material de estudio, el
cual permanece constante dentro de cada iteración, lo que genera que las dos variables mencionadas sean
invariantes. Teniendo en cuenta lo anterior la derivada G′ es:







→ G′ = G′1 −G′2
G′1 = − (λ+ 2µ)
G
′exp







































Para iniciar el método Newton-Rapshon se debe estimar un valor semilla para la variable objetivo en
el n-eśımo incremento εc→nnn→k. Posteriormente se evalúa la función G y su derivada G′ en dicho valor y se
determina si el valor obtenido de G es lo suficientemente cercano a cero, en caso que aśı sea, la semilla es
la solución (S), es decir, εc→nnn−S = εc→nnn→k. En caso contrario, se debe generar una nueva iteración2 para es-
timar un nuevo valor para la deformación de fisuración, que debe tener en cuenta el valor inmediatamente
anterior. El cálculo de esta nueva estimación de la deformación de fisuración εc→nnn→1 sigue la forma de la
ecuación 3.30, donde el nuevo valor es el valor anterior mas el resultado del cociente entre de la función
G y su derivada G′, ambas funciones evaluadas en la estimación inmediatamente anterior. Nuevamente
se evalúa la función G y su derivada G′ en la nueva estimación εc→nnn→1 y se determina si el resultado es
lo suficientemente cercano a cero, de serlo la estimación es la solución (S), es decir, εc→nnn→S = εc→nnn→1. Si
ocurre lo contrario se repite el proceso y se genera una nueva iteración con el fin de calcular una nueva
estimación εc→nnn→2 para la deformación de fisuración.









El proceso se repite hasta que en cierta iteración k se consigue que G (εc→nnn→k) ≈ 0, y será εc→nnn→k la
deformación de fisuración que soluciona el problema, es decir, quien permite la igualdad del esfuerzo cohe-
sivo que estima la ley de ablandamiento y el calculado con el modelo constitutivo (recta de Jirasék). Cabe
aclarar que el proceso iterativo de Newton-Rapshon solo aplica para aquellos puntos materiales donde se
cumple el criterio de inicio de fisura, es decir, donde la deformación principal mayor ε1 esta en el rango:
εemax < ε1 < εf . En el siguiente cuadro se describe el proceso en detalle:
2Las iteraciones para dar solución al incremento de carga y/o desplazamiento y las iteraciones que se emplean para
solucionar la función G por medio del método Newton-Rapshon, son iteraciones independientes unas de las otras. Dentro de
un mismo incremento de carga y/o desplazamiento, en cada punto material habrá que realizar varias iteraciones para resolver
la ecuación 3.26 ó la ecuación 3.27
















Figura 3.3: Solución única Newton–Raphson.
Método Newton Rapshon n–ésimo incremento
1. Estimar valor de semilla εc→nnn→k, primera iteración del n–ésimo incremento fisurado:
• n = 1→ 1er incremento fisurado ; k = 1→ 1ra iteración: εcnn = 0
• n-ésimo incremento fisurado ; k = 1→ 1ra iteración: εcnn = εc→n−1nn→S Se toma el valor de
la deformación de fisuración con que se convergió en el incremento inmediatamente
anterior, en el punto material de estudio.
2. Evaluación de la función G y su derivada G′ en la aproximación estimada para la deformación
de fisuración, G (εcnn) y G′ (εcnn).
3. Determinar si la aproximación es adecuada, es decir, si el valor absoluto de G evaluada en la
aproximación es inferior a la tolerancia: ‖G (εcnn) ‖ ≤ ε.
a) ‖G (εcnn) ‖ ≤ ε→ εc→nnn→S = εcnn Se ha encontrado solución. FIN
b) ‖G (εcnn) ‖ > ε→ No se ha encontrado solución. Generar nueva iteración:
• Calcular nueva estimación para la deformación de fisuración: εc∗nn = εcnn +
G (εcnn)
G′ (εcnn)
• Definir nueva estimación de la deformación de fisuración: εcnn = εc∗nn
• Volver al paso 2.
FIN → Se termina el cálculo del método.
Si después de efectuar cierto número de iteraciones no se logra la convergencia para el incremento n,
se debe proceder a encontrar una nueva estimación para el campo de desplazamientos {an}, lo que se
resuelve reduciendo a la mitad, el tamaño del incremento de la acción externa aplicada al sólido. Esto




























c G1 Recta Jiraseck
f1
Figura 3.5: Ninguna solución Newton–Raphson..
genera un nuevo estado de deformación ε en cada punto material, y en consecuencia se genera una nueva
traza tr (ε) y una nueva deformación principal mayor ε1. Durante el proceso de solución del incremento,
estas cantidades se siguen considerando como invariantes para todas las iteraciones consecutivas que se
deban efectuar hasta encontrar una solución al incremento n.
La interpretación gráfica del método Newton Rapshon se presenta en la figura 3.3, donde la curva azul
representa la ley de ablandamiento exponencial o RH (ecuación 2.17 o 2.20), y la recta roja representa
la recta de Jirásek λtr (ε) + 2µε1 − (λ+ 2µ) εcnn. La deformación de fisuración εcnn que da solución al
campo de deformaciones ε en el punto material, es aquella que ocurre en la intersección entre la ley de




















(a) Sin solución. Rangos separados: elástico y fisurado.











G2 Ley de ablandamiento
εf
εcnn





(b) Sin solución. Rangos juntos: elástico + fisurado.
Figura 3.6: Newton–Raphson. Sin solución.
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ablandamiento y la recta de Jirásek. Existen tres posibles escenarios de solución, los cuales se muestran
en las figuras 3.3, 3.4 y 3.5. A continuación se describe cada uno de estos:
• Solución única–figura 3.3: La recta de Jirásek y la ley de ablandamiento RH o exponencial se inter-
sectan en un solo punto con abscisa εcnn−S . Esto ocurre cuando la pendiente de la recta de Jirásek en
valor absoluto es mayor a la máxima pendiente en valor absoluto que posee la ley de ablandamiento
en todo su dominio, es decir:
(λ+ 2µ) > Etanc (3.31)
Para que lo anterior suceda el valor del ancho de banda H escogido debe ser menor a un valor ĺımite
según la ley de ablandamiento. Esto se explica en detalle en la sección 3.3.3.
• Solución doble–figura 3.4: Al tener ambas leyes de ablandamiento un carácter exponencial, existe la
posibilidad que la recta de Jirásek intersecte la curva en un máximo de dos puntos. En estos casos
sucede que la pendiente de la recta de Jirásek en valor absoluto es menor a la pendiente en valor
absoluto que posee la ley de ablandamiento en ciertos puntos de su dominio, es decir:
(λ+ 2µ) ≤ Etanc (3.32)
Lo anterior ocurre cuando el ancho de banda H resulta mayor a un ĺımite preestablecido según cada
ley de ablandamiento, como se indica en la sección 3.3.3.
• Sin solución–figuras 3.5 y 3.6: En este caso se observa que la recta de Jirásek se ubica por debajo de
la ley de ablandamiento y nunca se intersectan. Al graficar en un mismo espacio el rango elástico y
fisurado como se indica en la figura 3.6, se observa que la proyección de la recta de Jirásek intersecta
la recta de carga y descarga elástica en el punto (ε1, f1), el cual constituye un estado elástico, ya
que el esfuerzo es inferior a la resistencia máxima a la tensión f1 < ft, y la deformación principal
mayor3 no supera la deformación máxima del ĺımite elástico ε1 < εemax. Esta situación sucede en
puntos materiales que se encuentran cercanos a iniciar un proceso de fisuración, es decir, en puntos
donde ε1 u εemax. En estos casos, ε1 puede ser ligeramente superior a εemax y el algoritmo concluye
que es un estado fisurado, sin embargo, al tratar de resolverse la ecuación 3.26 ó 3.27 para εcnn no se
encuentra solución, y por ende se procede a evaluar el esfuerzo f1 en el cual la recta de Jirásek corta
el eje de los esfuerzos, obteniendo como resultado un valor de esfuerzo ligeramente inferior a ft, lo
que lleva a concluir que es un estado elástico donde el esfuerzo de tensión en la dirección n̂ = p̂ 1
esta próximo a llegar al umbral elástico.
Cabe aclarar que la pendiente de la recta de Jirásek G′1 = − (λ+ 2µ), es una propiedad material, ya
que se obtiene de las constantes de Lamé, las cuales son función del módulo de elasticidad y del coefi-
ciente de Poisson. Por lo anterior, la pendiente de la recta de Jiráseck G′1 es invariante durante el proceso
incremental.
De forma contraria, la pendiente de la ley de ablandamiento G′2 es una cantidad variable, ya que es la
pendiente de la recta tangente a una curva exponencial. El valor que adopte dependerá en buena medida
del valor de ancho de banda H que se utilice en el punto material de estudio.
3Se debe recordar que por la alineación entre los ejes locales de la fisura y los ejes principales de deformación, se tiene la
siguiente igualdad de deformaciones: ε1 = εnn
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La deformación principal mayor ε1 = εnn se compone de la suma de una parte elástica εenn y otra fisu-
rada εcnn. Mientras el punto material se encuentra en un estado elástico, es decir ε1 ≤ εemax, la componente
de deformación por fisuración εcnn es cero y la componente elástica toma la totalidad de las deformaciones,
es decir: ε1 = εnn = εenn. Cuando el punto material se encuentra en un estado fisurado, debido a que la de-
formación principal mayor esta en el rango εemax ≤ ε1 ≤ εf , la componente de deformación por fisuración
deja de ser nula, es decir: εcnn 6= 0. En este último caso existen dos alternativas sobre el comportamiento
que puede adoptar la componente elástica εenn:
• εenn = εemax: Se considera que al inicio del proceso de fisuración el valor de la componente elástica
alcanza su valor máximo εenn = εemax, y de alĺı en adelante permanece invariante en dicho valor
convirtiéndose en una propiedad material. Esto genera una importante simplificación en la obtención
de la componente fisurada εcnn, ya que para un campo de deformaciones ε se obtiene la deformación
principal mayor ε1 = εnn por medio de la linealidad de las deformaciones y los desplazamientos bajo
la suposición de deformaciones infinitesimales. Conocida la deformación principal mayor ε1, se le
resta la deformación elástica máxima εemax, y se obtiene la deformación por fisuración εcnn:
εcnn = ε1 − εemax




Lo anterior implica que no hay necesidad de resolver las ecuaciones 3.26 y 3.27 por medios iterativos,
ya que la solución esta dada por la resta de la ecuación 3.33. Esto simplifica en gran medida la
solución de la ecuación constitutiva, ya que se logra resolver de manera anaĺıtica por medio de una
resta de componentes de deformación.
• εenn variable: Consiste en establecer que durante el proceso de fisuración la componente elástica
se puede relajar, es decir, puede reducir su magnitud, y en consecuencia εenn se convierte en una
cantidad variable, 0 < εenn ≤ εemax. Lo anterior normalmente ocurre en las zonas adyacentes a la
fisura, ya que el proceso de deformación se concentra principalmente en la componente fisurada εcnn.
Al ser εenn una variable desconocida su obtención se debe hacer solucionando por métodos iterativos
la ecuación 3.26 ó 3.27, encontrándose primero la variable εcnn para luego sustraer de esta de la
deformación principal mayor ε1 = εnn, es decir, εenn = ε1 − εcnn ≤ εemax. Considerar la componente
elástica εenn como variable es un planteamiento común de diferentes autores (Bazant & Planas, 1998;
Cook, Vel & Johnson, 2018; Jirásek, 2002)
En este trabajo se decidió seguir la linea de investigación donde se considera que llegado el estado
de fisuración, la componente de deformación elástica en la dirección de fisuración εenn, es variable. Por lo
cual, la obtención de la componente de deformación por fisuración εcnn debe ser calculada por medio de
métodos iterativos, para los casos en que se empleen las leyes de ablandamiento exponencial o RH, ya que
la complejidad de estas leyes no permite que la variable objetivo εcnn se encuentre de forma anaĺıtica. En
caso que se utilice la ley bilineal la solución es anaĺıtica como se indicó en la sección 3.1.1.
En cada punto material en donde se requiera el campo de los esfuerzos σ y el tensor constitutivo
tangente Etan, es necesario conocer:
• Deformación principal mayor ε1: Conociendo el campo de los desplazamientos nodales de prueba
{a}, se calcula el campo de las deformaciones ε, mediante la linealidad que existe entre las anteriores
cantidades, debido a la suposición de deformaciones infinitesimales. Habiendo calculado ε, se obtiene
la deformación principal mayor ε1 a través de un algoritmo de cálculo de valores propios.
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Figura 3.7: Ancho de banda H y fisura equivalente.
• Dirección principal de deformación p̂ 1 : Conociendo del paso anterior el campo de las deformaciones
ε y la deformación principal mayor ε1, se encuentra la dirección principal de deformación p̂ 1
mediante un algoritmo de direcciones principales.
• Deformación de fisuración εcnn: Se obtiene solucionando la ecuación 3.26 ó 3.27 por medio del método
Newton-Rapshon.
• Módulo de fisuración tangente Etanc : Es la pendiente de la recta tangente a la ley de ablanda-
miento, la cual es la derivada de la función G2 con respecto a la deformación de fisuración εcnn.
Esta cantidad se debe calcular como paso previo a la aplicación del método Newton-Rapshon.
Etanc (εcnn) = G′2 (εcnn).
Por lo anterior, se establece que una estimación adecuada de la deformación de fisuración εcnn por medio
del método Newton-Rapshon, es un proceso fundamental para el cálculo del modelo de fisura distribuida
rotante, ya que esta variable es el punto de partida para el desarrollo del modelo.
3.3. Ancho de banda de la zona de fisura H
El ancho de banda H es la longitud en la cual se distribuyen uniformemente las microfisuras paralelas
que se representan por medio de una fisura equivalente, como se muestra en la figura 3.7. Este parámetro
indica la longitud de referencia de una ĺınea material cuyo alargamiento corresponde a la abertura de






Las leyes de ablandamiento se obtienen por la correlación de datos obtenidos en el laboratorio, en
donde lo normal es medir desplazamientos y no deformaciones, por tal razón, estas leyes en principio se
expresan en función de la abertura de fisura wcnn, la cual representa la separación entre las caras de la
Caṕıtulo 3. Modelo de fisura distribuida rotante 55
fisura equivalente en cierto instante de tiempo.
La importancia de la estimación del ancho de banda H, radica en el cálculo de las deformaciones
asociadas al proceso de fractura, como por ejemplo la deformación de fisuración εcnn y la deformación





Donde wf es el valor de abertura de fisura medida en el laboratorio después de la cual se pierde toda
cohesión, es decir, es la separación de las caras de la fisura a la cual la transmisión de esfuerzos cohesi-
vos bajo el concepto de fisura equivalente no es posible. En las leyes de ablandamiento exponencial y de
Reinhardt–Hoidijk (RH), esta cantidad es una propiedad material, ya que es el cociente entre la enerǵıa
de fractura Gf y la resistencia a la tensión ft, multiplicado por un factor escalar mayor a la unidad como
se muestra en las ecuaciones 2.14 y 2.22. Para la ley exponencial el concepto de abertura de fisura última
a la cual se pierde cohesión no aplica, ya que al ser una curva exponencial esta es asintótica al cero. En
la ley exponencial aparece un desplazamiento wd que controla la concavidad de la curva, y que también
es una propiedad material debido a que es el cociente exacto entre Gf y ft como lo muestra la relación 2.18.
La deformación de fisuración εcnn se define como el cociente entre la abertura de fisura wcnn y el ancho
de banda H (ecuación 3.34), sin embargo, el cálculo del valor que esta variable debe adoptar para garan-
tizar el cumplimiento de la ecuación constitutiva, se realiza por medio del método de numérico de Newton
Rapshon, en donde se inicia dando un valor de semilla a la variable εcnn, para posteriormente calcular
nuevas aproximaciones al valor verdadero. En el proceso anterior no se involucra el ancho de banda, es
decir, el método iterativo calcula la deformación de fisuración εcnn sin requerir del valor de H.
El propósito del ancho de banda H es el cálculo de la deformación última εf , que tiene las siguientes
funciones en el modelo de fisura distribuida rotante:
1. Establecer el rango del material: Conociendo el campo de desplazamientos nodales de prueba {a},
se calcula de manera lineal el campo de las deformaciones ε (deformaciones infinitesimales), para lue-
go calcular la deformación principal mayor ε1. Esta última se compara contra la deformación elástica
máxima εemax y contra la deformación última εf , para definir en qué etapa del comportamiento del
material esta cada punto:
• Comportamiento elástico si y solo śı: ε1 ≤ εemax
• Comportamiento fisurado cohesivo si y solo śı: εemax < ε1 ≤ εf
• Perdida de cohesión si y solo śı: ε1 > εf
2. Calcular σnn mediante la ley de ablandamiento: Las leyes de ablandamiento bilineal y RH requieren
como parámetro de entrada la deformación última εf a la cual se pierde cohesión, mientras que la
ley exponencial (asintótica al cero) requiere la deformación εd, que controla la concavidad de la
curva. Las dos deformaciones mencionadas requieren para su cálculo el ancho de banda H.
La estimación del ancho de banda H en cada punto de material es una variable fundamental para
poder obtener una correcta modelación, ya que H establece el tamaño de la región donde ocurre
el comportamiento fisurado cohesivo. Lo anterior significa que el ancho de banda H define
la relación entre el esfuerzo y la deformación en cada punto material durante el proceso de
fractura, con el objetivo que los resultados no dependan del tamaño de la región de estudio.
Existen dos metodoloǵıas diferentes para calcular H, las cuales se presentan a continuación:
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3.3.1. Ancho de banda H constante
Para esta modalidad el ancho de banda se considera una propiedad exclusiva del material, e igual a la
longitud caracteŕıstica lch, es decir: H = lch. En consecuencia H depende únicamente del módulo de





Lo anterior implica que el ancho de banda H es independiente de la discretización del sólido, e igual-
mente de la orientación que tome la fisura. Para el método de los elemento finitos, un H constante significa
que esta variable es independiente del tipo, tamaño y orientación de los elementos finitos.
Esta hipótesis genera que el ancho de banda H sea un parámetro derivado de las propiedades del
material, al igual que la abertura de fisura en que se pierde cohesión wf . Lo anterior tiene como conse-
cuencia que la deformación última εf también sea una propiedad material, ya que ser el cociente entre la
resistencia a la tensión ft y el módulo de elasticidad Ee, multiplicado por un factor escalar ϕ que es 4.444














El hecho que la deformación última a la que se pierde cohesión εf , sea una propiedad material y por
ende una invariante en cualquier punto de estudio, tiene como consecuencia que: el tamaño del rango
fisurado cohesivo 4 sea igual en cualquier punto material. Lo que significa que la cantidad
de enerǵıa disipada por el proceso de fisuración en todos los puntos materiales es la misma.
Trasladando esto al marco de los elementos finitos, se puede afirmar que independiente de las caracteŕısti-
cas del elemento, todos tendrán el mismo tamaño de región fisurada cohesiva porque comparten la misma
deformación elástica máxima y la misma deformación última, y por tal, todos perderán cohesión al mismo
valor de deformación como se muestra en la figura 3.8. Lo anterior significa que todos los elementos finitos
sin importar si son grandes o pequeños disiparan la misma cantidad de enerǵıa por fisuración, lo cual va en
contra de lo establecido en la literatura (Cook et al., 2018; Jirásek, 2011), donde se indica que elementos
finitos grandes tienden a comportarse de manera frágil, y en consecuencia disipan poca enerǵıa, mientras
que elementos pequeños tienden a comportarse de manera dúctil, y por tal disipan mas enerǵıa como se
muestra en la figura 3.10.
Por lo anterior, se considera que establecer el ancho de banda H como una propiedad material que
sea compartida por todos los puntos materiales, es un error, que conduce a una modelación equivocada,
donde la cantidad de enerǵıa disipada debido a la concentración de deformaciones en la zona de fisuración,
es superior a la que sucede en la realidad.
3.3.2. Ancho de banda H variable
Para poder aplicar el concepto de un ancho de banda H variable, se requiere discretizar la región que
contiene al punto material de estudio, lo que lleva ha establecer el problema dentro del marco de los elemen-
4Aquel rango donde aparece el concepto de fisura equivalente, que permite la transmisión de esfuerzos de tensión de
manera decreciente en un medio continuo, y que es acompañado por una reducción de las propiedades mecánicas en el punto
material de estudio.
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εemax ≤ ε1 < εf
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n̂ = p̂ 1
H
Figura 3.9: Cálculo del ancho de banda H.
tos finitos. Para implementar este concepto, se requiere conocer con anterioridad la dirección normal a la
fisura, es decir n̂ = p̂ 1 , que se obtiene del estado de deformaciones que se presenta en el punto de estudio.
Para cierto punto material que se encuentra contenido en una región finita (elemento finito), el ancho
de banda H es igual a la máxima proyección en valor absoluto que pueda tener esa región sobre la
dirección normal a la fisura p̂ 1 , como se indica en la figura 3.9. Lo anterior significa que el ancho de
banda es función de la dirección normal a la fisura p̂ 1 y del tamaño de la región discretizada en donde
esta contenido el punto de estudio, es decir:
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εemax ≤ ε1 < εfp
εemax ≤ ε1 < εfg
Figura 3.10: Rango cohesivo fisurado para H variable.
H = max
{
‖ ~Li · p̂ 1 ‖, ‖ ~Lj · p̂ 1 ‖, ‖ ~Lk · p̂ 1 ‖
}
(3.38)
Donde ~Li, ~Lj y ~Lk son vectores que se encuentran por sustracción de coordenadas entre los puntos
perimetrales que encierran la región finita (nodos). Como lo indica la ecuación 3.38, el ancho de banda
H es la máxima proyección en valor absoluto de estos vectores sobre la dirección p̂ 1 . De esta forma, el
valor de H se incrementa en la medida que el lado más largo del elemento este alineado con la dirección
de abertura de fisura p̂ 1 .
Esta alternativa resulta más conveniente, ya que el tamaño del rango de fisuración cohesiva, zona
comprendida entre εemax y εf , ahora es función del estado de deformaciones que se presenta en el punto
material de estudio y del tamaño de la región que contiene a dicho punto. En otras palabras, ahora se
obtendrá una deformación final εf propia para cada punto material, según sea el tamaño de la región
discretizada y el estado de deformaciones que actúe en dicho punto, ya que con este último se obtiene
p̂ 1 .
Lo anterior implica que para regiones grandes donde uno de sus lados este alineado con la dirección de
fisuración p̂ 1 , se obtendrá un ancho de banda H grande, y como consecuencia una deformación última εf
pequeña (εf y H son inversamente proporcionales, ecuación 3.35), por lo que la zona de fisuración cohesiva
es angosta y la disipación de enerǵıa por fractura es reducida, lo que concuerda con el comportamiento
frágil mencionado en los elementos finitos grandes. En cambio, en regiones pequeñas donde la proyección
de los lados mas alineados a p̂ 1 es reducida, se obtiene un ancho de banda H pequeño, que implica
una deformación última εf grande, y por ende una zona fisurada amplia, que ocasiona mayor disipación
de enerǵıa por fractura (figura 3.10), lo que esta acorde con el hecho que los elementos finitos pequeños
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tienden a comportarse de manera dúctil.
La consideración del ancho de banda variable en cada punto material, es fundamental para poder
establecer condiciones de análisis donde los resultados sean objetivos, y la influencia de la discretización
del medio continuo sea despreciable. Autores como Cook et al., 2018; Jirásek, 2011 sugieren obtener el
ancho de banda de esta forma, ya que aśı se permite que bajo el marco de los elementos finitos, los
resultados no dependan del tipo, tamaño u orientación de los elementos.
Observación: 3.1 Para este trabajo se ha optado por escoger un ancho de banda H variable, que es
función del tamaño de la región finita que encierra al punto material de estudio, y que se calcula como
la proyección de dicha región sobre la dirección de abertura de fisura p̂ 1 . Esta variable a pesar de ser un
simple escalar, es definitiva para modelar cualquier tipo de estructura. Un ancho de banda H adecuado
conduce a modelaciones donde los resultados no dependen de la forma en que se discretice el medio
(malla de elementos finitos). En cambio, un ancho de banda H inadecuado conduce a resultados que están
completamente viciados por la forma de la discretización: tipo, tamaño y distribución de las regiones que
contienen a los puntos materiales. En la sección 3.3.4 se presenta detalladamente la influencia del ancho
de banda en la modelación de medios discretizados.
3.3.3. Ancho de banda ĺımite Hu para obtener una única solución de εcnn
Dependiendo de la ley de ablandamiento empleada, se puede encontrar un valor del ancho de banda H
que garantice un único punto de intersección entre la recta de Jirásek y la ley de ablandamiento (figura
3.3). Dicha intersección es el valor de la deformación de fisuración εcnn con que se resuelve la ecuación
constitutiva 3.26 cuando se utiliza la ley exponencial, o 3.27 cuando se emplea la ley RH. En caso que se
utilice la ley bilineal, el valor de la deformación de fisuración se obtiene de manera anaĺıtica por medio
de la ecuación 3.25. La deformación de fisuración es la variable objetivo del problema, ya que con esta
se calcula el campo tensorial de los esfuerzos y el tensor constitutivo tangente en cada punto material
(secciones 3.4 y 3.5).
En otras palabras, existe un valor ĺımite del ancho de banda Hu, por debajo del cual se obtiene un
único valor para la deformación de fisuración εcnn, y por encima del cual se obtienen dos posibles solu-
ciones para εcnn. Por tal motivo, la modelación debe procurar que en los puntos materiales el ancho de
banda empleado siempre este debajo del valor ĺımite Hu, con el fin que solamente exista un valor de la
deformación de fisuración que da solución a la ecuación constitutiva.
Como se mencionó en la sección 3.2, la deformación de fisuración εcnn tiene una única solución
si y solamente si, el valor absoluto de la pendiente de la recta de Jirásek es mayor al máximo
valor absoluto de la pendiente de la ley de ablandamiento en todo su dominio, esto es:
(λ+ 2µ) > ‖G′2‖ (3.39)
En consecuencia, el valor ĺımite del ancho de banda Hu es aquel que genera que los valores absolutos de
las pendientes de la recta de Jirásek y de la ley de ablandamiento sean iguales, es decir: (λ+ 2µ) = ‖G′2‖.
A continuación se presenta el cálculo de este valor ĺımite para cada una de las tres leyes de ablandamiento.
3.3.3.1. Ancho de banda Hu para ley bilineal
La ley bilineal consta de dos ĺıneas rectas que se intersectan en el punto (εb, σb). Las pendientes de cada
recta son G′2−1 y G′2−2, y se obtienen derivando las expresiones de la ecuación 2.12 con respecto a la
deformación de fisuración εcnn, lo que resulta en:

















= −0.353 · ft
εf
(3.41)
El valor absoluto de la pendiente de la primera recta es mayor al valor absoluto de la pendiente de
la segunda recta, entonces, el cálculo del ancho de banda cŕıtico Hu, se debe hacer utilizando la primera
pendiente G′2−1. Reemplazando el valor de la deformación última εf por lo dado en la ecuación 2.14, se
obtiene:
G′2−1 = −
1.05 · f 2t ·Hu
Gf
Igualando la pendiente de la recta de Jirásek con la máxima pendiente de la ley bilineal en valor
absoluto, se encuentra una igualdad de la cual se obtiene el valor del ancho de banda cŕıtico Hu:
Hu =
Gf · (λ+ 2µ)
1.05 · f 2t
(3.42)
3.3.3.2. Ancho de banda Hu para ley exponencial
El carácter exponencial de esta ley hace que la curva se ubique en el primer cuadrante y sea asintótica
al eje horizontal de las deformaciones de fisuración εcnn, y al eje vertical del esfuerzo cohesivo σnn. El
máximo valor absoluto de la pendiente a la curva ocurre cuando esta es asintótica al eje vertical, es decir,
cuando εcnn = 0. Evaluando la pendiente de esta ley (ecuación 3.29) en dicho valor:
G′2|εcnn=0 = E
tan
c |εcnn=0 = −
ft
εd
Reemplazando la deformación εd =
wd
H
, y la abertura wd =
Gf
ft
las cuales controlan la concavidad de
la curva exponencial, se tiene:
G′2|εcnn=0 = E
tan
c |εcnn=0 = −
f 2t ·H
Gf
La recta de Jirásek posee una pendiente constante e igual a − (λ+ 2µ), que si se iguala al máximo
valor absoluto de la pendiente de la ley de ablandamiento exponencial Etanc , se podrá despejar el valor
del ancho de banda ĺımite Hu, que hace posible la igualdad de pendientes:
Hu =
Gf · (λ+ 2µ)
f 2t
(3.43)
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3.3.3.3. Ancho de banda Hu para ley RH
La ley de ablandamiento RH tiene carácter exponencial como se muestra en la figura 2.8. En consecuencia,
el máximo valor absoluto de la pendiente de esta ley, se da cuando la deformación de fisuración εcnn es
cero. Evaluando la ecuación 3.29 para εcnn = 0, se tiene que:
G′2|εcnn=0 = E
tan










Reemplazando la deformación última por εf =
wf
H
y la abertura última wf por lo indicado en la
ecuación 2.22, se obtiene:
G′2|εcnn=0 = E
tan










La pendiente de Jirásek por su condición de recta es constante e igual a − (λ+ 2µ). Igualando la
anterior pendiente al máximo valor absoluto de la pendiente de la ley de ablandamiento RH, se obtiene
el valor de ancho de banda cŕıtico Hu:
Hu =
5.136 ·Gf · (λ+ 2µ)
f 2t [c2 + (1 + c31) exp (−c2)]
(3.44)
De los valores cŕıticos del ancho de banda calculados para cada ley de ablandamiento, se puede
establecer que: si el valor del ancho de banda es menor a Hu, se tendrá una situación donde la recta
de Jiráseck intersecta la ley de ablandamiento en un solo punto, como se indica en la figura 3.3, lo que
significa que existe un único valor para la deformación de fisuración εcnn que da solución a la ecuación
constitutiva. En cambio, si el valor de ancho de banda es mayor a Hu, la recta de Jirásek intersecta
la ley de ablandamiento en dos puntos, como se muestra en la figura 3.4, y existen dos valores para la
deformación de fisuración εcnn, que simultáneamente resuelven la ecuación constitutiva, es decir:
H =

< Hu → única solución εcnn
> Hu → doble solución εcnn
Observación: 3.2 En este trabajo se ha implementado la condición H < Hu para asegurar una solución
única en la deformación de fisuración εcnn, que da solución a la ecuación constitutiva del modelo.
3.3.4. Localización de deformaciones - determinación de H
Ubicar y cuantificar adecuadamente el tamaño de las zonas del material donde se localiza la fisuración, es
fundamental para lograr la convergencia del problema de fractura. Esta cuantificación es equivalente al
problema de determinar el ancho de banda H. Valores correctos del tamaño de la zona fisurada permiten
obtener modelaciones cuyos resultados describen de manera adecuada el proceso de fisuración en cualquier
rango en que se encuentre el material. En cambio, una cuantificación erronea de dicha zona, genera que
el modelo no encuentre una solución numérica en aquellos incrementos de carga o desplazamiento que se
encuentran posterior al pico de carga (ablandamiento). Lo anterior se debe a que en este rango el modelo
debe determinar entre varias posibilidades de equilibrio, cual es la que el proceso de fisuración sigue.




Figura 3.11: Deformación uniaxial - barra.
La suma de los tamaños de las regiones fisuradas debe ser igual al ancho de banda H. Para el modelo
propuesto, en la zona de ablandamiento es necesario conocer el valor de la deformación de fisuración εcnn
que soluciona la ecuación constitutiva en el punto material de estudio, por tal motivo, εcnn es la variable
objetivo. Conociendo esta deformación se calcula el estado de esfuerzos y la matriz constitutiva tangente
en el punto material. Con los esfuerzos se procede a calcular las fuerzas internas y posteriormente las
fuerzas residuales, y con esta última se establece si se presenta una condición de equilibrio. Por otro lado,
con la matriz constitutiva tangente en cada punto de material, se procede a encontrar la matriz de rigidez
local, para luego ensamblar la matriz de rigidez global de la estructura. Los anteriores procedimientos
resumen la formulación del problema de fisura distribuida rotante, y en cada uno de estos se involucra la
deformación de fisuración εcnn, la cual se obtiene en función del ancho de banda H.
3.3.4.1. Localización de la deformación en problemas unidimensionales
Se parte del ejemplo mas sencillo de deformación, una barra sometida a tracción en ambos extremos, lo
que da como resultado un alargamiento de valor u, como se indica en la figura 3.11. Si el material de
la barra es cuasi–frágil, cuando se alcance el pico de proporcionalidad (εemax, ft) se presenta un ablanda-
miento como el mostrado en la figura 3.12.
Se considera que la barra esta sometida a un esfuerzo uniforme σ cualquiera, y se observa que la ley
constitutiva establece que existen dos posibles estados de deformación: ε1 elástico y ε2 fisurado (figura
3.12). Al existir dos posibles estados de deformación se concluye que la barra no posee una distribu-
ción uniforme de las deformaciones. Para el estado de esfuerzo σ hay sectores de la barra en estado
elástico con deformación ε1, y otros posiblemente en estado fisurado sometidos a una deformación ε2. Lo
anterior genera que se presente un perfil de deformaciones a lo largo de la longitud de la barra como el
de la figura 3.13, donde es evidente la no uniformidad de las deformaciones.
Llamando Le a la suma de las regiones en el rango elástico, aquellas de color rojo (oscuras), y Lc la
suma de las regiones en el rango fisurado, aquellas de color verde (claras), se tiene que la longitud de la
barra es L = Le + Lc. De igual forma, el desplazamiento por alargamiento se descompone en una parte
elástica ue y otra parte fisurada uc, cuya suma da el alargamiento total u = ue + uc.
Conociendo que el problema cae dentro del rango de las deformaciones infinitesimales, y como conse-
cuencia la relación entre las deformaciones y los desplazamientos es lineal, se tiene que la relación entre
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εnn = εenn + εcnn
σnn
(0, 0) εemax εf





Figura 3.12: Ley constitutiva - ablandamiento.
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Figura 3.13: Perfil no uniforme de deformaciones - barra 1D.
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Figura 3.14: Abanico de carga según el tamaño de la zona fisurada Lc.
estas dos cantidades es: εx = ux/Lx → ux = εx · Lx. Utilizando lo anterior se llega a la relación 3.45, la
cual indica que los alargamientos en la barra son función de la longitud fisurada Lc.
u = ue + uc → u = εe · Le + εc · Lc
u = εe · (L− Lc) + εc · Lc
u = f (Lc)
(3.45)
La ecuación 3.45 establece que el campo de los desplazamientos es función del tamaño de la zona fisu-
rada Lc, que para este caso unidimensional es equivalente al ancho de banda H. De nuevo se observa la
importancia de esta variable, ya que es capaz de determinar el campo de los desplazamientos, es decir,
el ancho de banda determina la respuesta del sistema. Es necesario establecer una aproximación
adecuada del tamaño de la zona fisurada, con el fin de encontrar el campo de desplazamientos que da
solución al incremento de carga o de desplazamiento.
La pregunta inmediata es: ¿Cuál es el ancho de banda Lc o H adecuado?. Cada ancho de banda
determina un campo de desplazamientos distinto, y una respuesta diferente del sistema, como se muestra
en los abanicos de carga desplazamiento de la figura 3.14.
Para responder la anterior pregunta, se debe suponer que en la realidad la barra no es completamente
uniforme, sino por el contrario, en diferentes secciones se presentan imperfectos, es decir: unas secciones
tendrán mayor o menor área que otras. Aquellas con mayor área son secciones fuertes y las de menor área
son secciones débiles, y al igual que toda cadena fallará por los eslabones débiles. Por tal razón, la suma
de las longitudes de las secciones débiles aquellas con un área menor Ad, es la longitud de la zona fisurada
Lc o H. En cambio, la suma de las longitudes de las secciones fuertes con área mayor Af , es la longitud
de la zona que permanece en el rango elástico, es decir Le.
La diferencia de área entre las secciones fuertes y débiles, sumado a que la carga de tracción F es
única en toda la barra, ocasiona que los esfuerzos no sean uniformes, debido a que el esfuerzo en las
secciones débiles es σd = F/Ad, que siempre es mayor al esfuerzo en las secciones fuertes σf = F/Af . Esto
implica que en las secciones débiles el esfuerzo llega al ĺımite de proporcionalidad ft más rápidamente
que en las secciones fuertes, y el proceso de fisuración se inicia primero en la secciones débiles, es decir,
aquellas zonas de color verde (claro) de la figura 3.13, en donde la suma de la longitud de dichas zonas
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da como resultado Lc.
La concentración del proceso de fisuración en las zonas débiles, significa que bajo el concepto de fisura
equivalente se presenta una alta concentración de deformaciones en dichas zonas, lo cual genera una alta
disipación de enerǵıa por deformación. Después de iniciarse el proceso de fisuración, en las zonas adya-
centes que se encuentran en un estado elástico (zonas fuertes), ocurre una disminución de las demandas
de deformación, como resultado de la concentración de estas mismas en la zona fisurada. La reducción de
la demanda de deformación lleva a establecer que las zonas elásticas nunca llegan a alcanzar el esfuerzo
ĺımite del estado elástico ft. En otras palabras, las zonas de color rojo (oscuro) en la figura (3.13) que
están en un rango elástico, y cuya suma longitudes es Le, nunca llegan a fisurar.
Por lo anterior, es fundamental estimar adecuadamente el tamaño de la región fisurada Lc, que en
el caso unidimensional coincide con el concepto de ancho de banda H. La cantidad de enerǵıa que el
problema disipa por medio de la deformación de fisuración en la región fisurada, depende del tamaño
de esta región. La estimación que se haga sobre Lc o H influye directamente en la cantidad de enerǵıa
disipada, y por ende, la cuantificación de dicho sector es fundamental para que los resultados numéricos
generen una aproximación cercana del problema.
A continuación, la barra de la figura 3.11 se discretiza en elementos finitos unidimensionales. El modelo
planteado en la figura 2.7 implica que la deformación se divide en dos componentes, una elástica y otra
fisurada ε = εe + εc. Al ser un modelo en serie, el esfuerzo es único σe = σc = σ. Si se establece que el
desplazamiento de abertura de fisura wcnn se distribuye uniformemente en un ancho de banda H, se tiene
que la deformación por fisuración es εcnn = wcnn/H, mientras que la deformación elástica es εe = σ/Ee.
En la región Le la deformación es completamente elástica, y su desplazamiento es ue = εe · Le, en
esta región la deformación por fisuración es cero. En cambio, en la zona fisurada la deformación tiene
ambas componentes: una parte elástica y otra fisurada. La componente fisurada se encarga de tomar los
incrementos de deformaciones después que la deformación elástica llegue a su valor máximo εemax, y en
consecuencia el desplazamiento en la zona fisurada es uc = εe ·Lc + εc ·Lc. Reemplazando la deformación
elástica y fisurada se obtiene:

































Suponiendo una situación en donde el ancho de banda H estimado coincide exactamente con el tamaño
de la zona de fisuración, es decir, H = Lc, la expresión 3.46 se convierte en:
u = σ
Ee
· L+ wcnn (3.47)
En este caso se obtiene el campo real de los desplazamientos, es decir, la solución es exacta y los
resultados son completamente independientes de las caracteŕısticas de la malla y de los elementos finitos
empleados (Jirásek, 2002). Encontrar el ancho de banda exacto tal que H = Lc, es algo que normalmente
no ocurre, sin embargo, se debe procurar estimar un valor para H que sea cercano al tamaño de la zona
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Figura 3.15: Viga con entalla.
donde se concentra la fisuración, con el propósito que los resultados sean objetivos y las caracteŕısticas de
la discretización tengan poca influencia en los resultados.
Siendo Lc la longitud real de la zona con ablandamiento que ocurre en el material, y siendo H el ancho
de banda estimado para la modelación numérica. Se establece que el cociente Lc/H representa en el caso
unidimensional, una medida de que tan cercanos a la realidad pueden ser los resultados numéricos, en otras
palabras, este cociente es una medida del grado de exactitud que puede tener una simulación en particu-
lar. Por lo anterior, se concluye que el ancho de banda es una variable fundamental en el modelo propuesto.
3.3.4.2. Localización de la deformación en problemas bidimensionales y tridimensionales
En los modelos que se ensayan en laboratorio es usual establecer una entalla como la mostrada en la
figura 3.15, que de manera similar a lo dicho en el caso unidimensional, representa esa sección en la cual
el material es mas débil porque posee menor sección trasversal. Esto ocasiona que en la entalla se presente
la zona de ablandamiento, y es en este sector donde se localicen la fisuras.
Habiéndose localizado la concentración de las deformaciones por fisuración en la región encima de la
entalla, la ubicación de las fisuras es conocida. En el caso bidimensional (2D) o tridimensional (3D) surge
el problema de saber que cantidad de elementos finitos se deben concentrar en la entalla. La cantidad y
el tamaño de los elementos en la zona ablandada son inversamente proporcionales, ya que para aumentar
el número de elementos se debe reducir el tamaño de los mismos. En cambio, disminuir el número de
elementos significa aumentar el tamaño de estos.
Las mallas con mayor número de elementos finitos cerca de la entalla tienden a disipar menos enerǵıa
que las mallas con menos elementos, ya que como se ve en la figura 3.16, a medida que el tamaño de los
elementos se reduce para dar cabida a mayor cantidad de ellos, la rama de ablandamiento tiende a tener
mayor pendiente negativa, siendo el área bajo la curva menor, y en consecuencia la disipación de enerǵıa
por deformación es también menor. Lo contrario ocurre cuando el número de elementos en la entalla se
reduce, lo que significa elementos más grandes, en este caso la pendiente de la ĺınea de ablandamiento
tiende a ser mas horizontal, generándose mayor área bajo la curva, lo que significa mayor disipación de
enerǵıa. Lo anterior hace concluir que las mallas con mayor cantidad de elementos pequeños en la entalla,
tienden a representar comportamientos frágiles.
En los modelos constitutivos de daño, de fisura distribuida y otros, se ha observado experimentalmente
(Rots, Nauta, Kuster & Blaauwendraad, 1985) que simulaciones numéricas donde se mantienen constan-
tes todos los parámetros mecánicos, pero se modifica únicamente el tamaño y cantidad de los elementos



























Figura 3.17: Curva de carga según el tamaño y número de elementos en la zona de fisuración.
finitos en las zonas de concentración de las deformaciones, se obtienen resultados experimentales distin-
tos, como se muestra en la figura 3.17. La diferencia en la discretización de la zona de fractura genera
que en modelos con muchos elementos finitos de tamaño reducido, se obtenga un valor de carga máxima
F menor al que se obtiene en modelos donde ocurre lo contrario, es decir, menos elementos finitos de
mayor tamaño. La carga máxima no ocurre para un estado completamente elástico en el sólido, sino por
el contrario, se alcanza cuando varios puntos materiales (elementos finitos) ya se encuentran en un estado
de fisuración. Lo anterior concuerda con lo mencionado sobre el comportamiento frágil que ocurre cuando
la discretización en la zona de fisuración es fina.
Cuando se discretiza la zona de la entalla con elementos finitos mas pequeños, se consigue concentrar
una mayor cantidad de elementos en la zona de fractura. La figura 3.18 muestra que cuando esto ocurre,
se presenta menos uniformidad en el perfil de deformaciones, es decir, la deformación presenta grandes














Discetizado en 40 ef’s
Discetizado en 20 ef’s
Discetizado en 5 ef’s
Discetizado en 1 ef’s
Figura 3.18: Perfil de deformaciones según el número y tamaño de los elementos finitos en la zona de fisuración.
cambios en su magnitud entre la región fisurada y elástica, lo que genera que luego de alcanzarse la carga
máxima, la modelación presente dificultades para calcular un campo de desplazamientos nodal que genere
una condición cercana al equilibrio, debido a la alta concentración de deformaciones que hay en la zona
fisurada. Lo mencionado es una consecuencia del concepto de fisura equivalente, que permite modelar la
fisura como un medio continuo donde el campo de los desplazamientos es también continuo.
Por lo anterior, se concluye que en los problemas bidimensionales y tridimensionales donde ocurre una
concentración de deformaciones en el sector donde se localiza la fisuración, la forma en que se discretice
dicho sector es fundamental para la obtención de resultados objetivos. Mallas finas generan estructuras
frágiles con menor disipación de enerǵıa, mientras que mallas gruesas dan como resultado estructuras
dúctiles con mayor disipación de enerǵıa. ¿Cuál de las dos se debe escoger?. Se deben utilizar mallas
que permitan obtener resultados que en buena forma sean independientes de las caracteŕısticas de la
discretización. Para que esto sea posible, el ancho de banda H considerado en la modelación numérica,
debe ser una buena aproximación al tamaño real de la zona fisurada, lo que se consigue únicamente si-
mulando distintos tamaños de elementos y comparando los resultados numéricos contra los experimentales.
3.4. Tensor de Esfuerzos
La obtención del tensor de esfuerzos se realiza con el fin de encontrar el vector de fuerzas internas {fint},
con el cual posteriormente se calcula el vector de fuerzas residuales, y con este último se evalúa si el
campo de los desplazamientos genera una condición cercana al equilibrio del sistema. Las fuerzas internas















[Bg]T · σg ·Wg

El modelo esquemático plantea dos unidades acopladas en serie, como se indica en la figura 2.9. La
primera es una unidad elástica y la segunda es la unidad fisurada. Al ser un modelo en serie se concluye
que: el estado de esfuerzo que actúa en el sistema en serie es común, es decir :
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σ = σelastico = σfisura
Haciendo uso de lo establecido para el modelo de fisura distribuida rotante en la ecuación 3.7, el campo
tensorial de los esfuerzos en el sistema acoplado en serie es:
σ = Ee : [ε−Nεcnn] (3.48)
Definiendo el tensor de segundo orden H = [ε−Nεcnn], se reescribe la ecuación 3.48 como:
σ = Ee : H
σij = EeijklHkl
(3.49)
Al ser H la resta de dos tensores de segundo orden, la componente kl es la resta de las dos componentes
de cada uno de los tensores. Por lo tanto:
H = [εkl −Nkl · εcnn] (êk ⊗ êl)
Hkl = [εkl −Nkl · εcnn]
Ahora queda por establecer el valor de la componente Nkl, para esto primero se debe recordar que
en el modelo de fisura distribuida rotante asume que el vector n̂ normal al plano en que se desarrolla la
fisura, coincide con la dirección principal mayor de deformación p̂ 1 . Entonces, el tensor direccional de
segundo orden N que se definió al inicio del caṕıtulo 3 como: N = n̂⊗ n̂, se puede reescribir en términos
del vector principal mayor de deformaciones aśı:
N = p̂ 1 ⊗ p̂ 1 (3.50)
En consecuencia, la componente kl del tensor direccional N es:
N = p 1k êk ⊗ p
1
l êl
N = p 1k p
1
l (êk ⊗ êl)




Donde p ri es la componente en la dirección i del vector unitario p̂ r .




l )εcnn, que se sustituye
en la ecuación 3.49 con el fin de obtener una expresión para el campo tensorial de los esfuerzos en el
modelo de fisura rotante distribuida:














El campo tensorial de los esfuerzos σ es función de: el tensor constitutivo elástico Ee, el campo de las
deformaciones ε, la dirección principal mayor de deformación p̂ 1 y la deformación de fisuración εcnn. El
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Figura 3.19: Posibles combinaciones entre k y l.
hecho que los esfuerzos sean función de p̂ 1 demuestran que el modelo de fisura distribuida rotante esta
ligado principalmente al modo I de fractura.
Para encontrar la componente del esfuerzo en cualquier dirección ij, se debe expandir la expresión
3.52 sobre los sub́ındices k y l considerando la sumatoria de Einstein que se presenta sobre estos mismos.
Las posibles combinaciones entre k y l se muestran en la figura 3.19. Empleando las combinaciones de la
figura mencionada se tiene que la componente del campo tensorial de esfuerzos en la dirección ij es:





















































































La anterior expresión reafirma que los esfuerzos en el modelo de fisura distribuida rotante responden
exclusivamente a un modo I de fractura, ya que la única variable direccional que participa es la dirección
de abertura de la fisura n̂ = p̂ 1 . Es decir, las otras dos direcciones principales de deformación p̂ 2 y p̂ 3
no influyen en el cálculo de los esfuerzos. De las cuatro entidades que se involucran en la relación 3.53 se
puede decir que:
• Tensor constitutivo elástico Ee: Es un tensor de cuarto orden, que depende del módulo de elasticidad
Ee y el módulo de Poisson ν del material. Posee simetŕıa mayor, es decir: Eeijkl = Eeklij y a su vez
presenta simetŕıa menor, es decir: Eeijkl = Eejikl y Eeijkl = Eeijlk. En la ecuación 3.10 se define este
tensor en función de las constantes de Lamé, y en la tabla 3.1 se indica su representación en notación
de Voigt.
• Tensor de deformación ε: Es un tensor de segundo orden simétrico, es decir: εij = εji. Se obtiene
como el gradiente simétrico del campo de los desplazamientos u, según la teoŕıa de deformaciones
infinitesimales, es decir: ε =5su.
• Dirección principal mayor de deformación p̂ 1 : Es un vector unitario que indica la dirección en que
ocurre la deformación principal mayor, y coincide con el vector n̂ que es normal a la dirección de
fisuración. Este vector se obtiene directamente del campo de deformaciones ε.
• Deformación de abertura de fisura εcnn: Es la deformación que ocurre por la separación entre las
caras de la fisura. εcnn es la única variable desconocida, la cual se debe encontrar resolviendo la
ecuación constitutiva 3.26, 3.26 o 3.27, según sea la ley de ablandamiento empleada. En caso que
se utilice la ley de ablandamiento bilineal, la solución para εcnn esta dada de manera anaĺıtica por
la relación 3.25, en cambio, si la ley empleada es exponencial o RH, la solución para la deformación
de fisuración se debe hacer por medio del método de Newton-Raphson (sección 3.2).
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En resumen, de las cuatro entidades necesarias para el cálculo del campo tensorial de los esfuerzos,
existen dos que se obtienen de manera directa del tensor de deformaciones, mientras que el tensor cons-
titutivo elástico se calcula en función de las constantes de Lamé. La deformación de fisuración εcnn es la
única entidad involucrada que desconocida, y por ende se considera la variable objetivo de estudio, ya que
conocida esta variable se obtiene el tensor de esfuerzos.
A continuación se describe la simplificación del tensor de esfuerzos cuando el problema se considera
plano de esfuerzos o plano de deformaciones. El alcance de esta tesis corresponde con estas simplificaciones.
3.4.1. Condición plana de esfuerzos
La condición plana de esfuerzos implica que todas las componentes de esfuerzo que están fuera del plano
1–2 son nulas, es decir: σ13 = σ23 = σ33 = 0. Por tal razón, en esta condición el interés radica en encontrar
el valor de las componentes de esfuerzo que están contenidas en el plano 1–2, como lo son: σ11, σ22 y σ12.
El primer paso es calcular una expresión para la deformación longitudinal ε33, por lo cual, es necesario
encontrar la relación para el esfuerzo normal σ33, el cual de entrada se conoce es nulo. Reemplazando i y
j por 3 en la ecuación 3.53 se obtiene σ33:













































































































Donde Eeijkl son los términos que componen el tensor constitutivo elástico. Al ser un tensor de cuarto
orden con simetŕıa mayor y menor, este se representa mediante una matriz simétrica de 6x6 en notación
de Voigt, la cual se presenta en la tabla 3.1.
Igualando a cero la expresión 3.54 para la condición plana de esfuerzos, y reemplazando en esta los
términos no nulos del tensor constitutivo elástico en función de las constantes de Lamé λ y ν, se obtiene




























































Conociendo ε33 se procede a evaluar los esfuerzos en el plano σ11, σ22 y σ12.
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Reemplazando ij por 11 en la relación 3.53 , se obtiene σ11:












































































































Sustituyendo los términos del tensor constitutivo elástico según la tabla 3.1, se obtiene una expresión
para σ11:































Reemplazando ij por 22 en la ecuación 3.53, se obtiene σ22:












































































































Nuevamente sustituyendo los términos del tensor constitutivo elástico por lo que se indica en la tabla
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Reemplazando ij por 12 en la expresión 3.53 , se obtiene σ12:
















































































σ12 = Ee1212 ·
[










σ12 = 2 · Ee1212 ·
[




De manera similar, se reemplaza el término Ee1212 por lo que se indique en la tabla 3.1.
σ12 = 2µ
[





Reemplazando ij por 13 en la ecuación 3.53 , se consigue σ13:
















































































σ13 = Ee1313 ·
[










σ13 = 2 · Ee1313 ·
[




Sustituyendo el coeficiente elástico Ee1313, se obtiene:
σ13 = 2µ
[





Por condición plana de esfuerzos, la componente de esfuerzo σ13 debe ser nula, ya que se encuentra
fuera del plano 1–2. Igualando a cero la ecuación 3.59, se obtiene una expresión para la deformación
angular ε13 en notación cient́ıfica:
ε13 = p 11 p
1
3 · εcnn (3.60)
Se observa que la deformación angular ε13 es función de la deformación de fisuración εcnn, y de la
componente en la dirección 1 y 3 que posee el vector principal mayor de deformaciones. El hecho que sea
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función de p 13 marca una particularidad de este modelo, ya que se esta considerando una condición plana
de esfuerzos.
Reemplazando ij por 23 en la relación 3.53, se obtiene σ23:
















































































σ23 = Ee2323 ·
[










σ23 = 2 · Ee2323 ·
[




Reemplazando el coeficiente elástico Ee1313, se tiene:
σ23 = 2µ
[





De manera similar, la condición plana de esfuerzos ocasiona que la componente de esfuerzo σ23 sea
nula, debido a que esta por fuera del plano de estudio. La correspondiente deformación angular ε23 se
obtiene igualando a cero la expresión 3.61, y despejando dicha variable:
ε23 = p 12 p
1
3 · εcnn (3.62)
La deformación angular ε23 resulta ser función de la deformación de fisuración y de las componentes
2 y 3 del vector principal mayor de deformación.
En muchos modelos constitutivos, el hecho que el esfuerzo cortante σij sea nulo, implica directamente
que la correspondiente deformación angular εij también lo sea. Sin embargo, en el modelo de fisura dis-
tribuida rotante esto no aplica de manera directa, ya que para casos tridimensionales es factible que la
deformación angular no deba ser nula, sino por el contrario adopte cualquier valor. Lo anterior se debe
a que como indican las relaciones 3.60 y 3.62, toda deformación angular εij para el modelo de fisura
distribuida rotante, resulta ser función de la deformación de fisuración εcnn, pero también es función de
las componentes del vector principal de deformaciones en las direcciones i y j, es decir, p 1i y p
1
j .
Observación: 3.3 Si bajo la condición plana de esfuerzos, se obtienen campos de deformaciones que
generen que la dirección principal mayor de deformación p̂ 1 siempre este contenida en el
plano 1-2, entonces la componente fuera del plano de dicho vector unitario es nula, es decir: p 13 = 0.
Por lo tanto, las anteriores expresiones se reducen a:
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Si la deformación principal mayor ε1 siempre esta en el plano de 1–2, se tiene como consecuencia
que las deformaciones angulares fuera de dicho plano se anulan. Bajo estas circunstancias la deformación
angular εij es función únicamente del correspondiente esfuerzo cortante σij, y por ende la nulidad del
esfuerzo implica inmediatamente la nulidad de la deformación.
3.4.2. Condición plana de deformaciones
La condición plana de deformaciones implica que todas las componentes de deformación que están fuera
del plano 1–2 son nulas, es decir, ε13 = ε23 = ε33 = 0. Por lo anterior, en esta condición el interés radica en
calcular el valor de las componentes de deformación que están dentro del plano 1–2, como lo son ε11, ε22
y ε12.
Las nulidades de las componentes fuera del plano simplifican en gran medida la expresión 3.53 que
describe el campo tensorial de esfuerzos para un estado general, ya que varios términos se anulan. La
expresión 3.64 indica el valor de la componente del tensor de esfuerzos para la condición plana de defor-
maciones exclusivamente.



























































































Reemplazando ij por 11 en la ecuación 3.64, se obtiene el esfuerzo σ11:
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Sustituyendo los coeficientes del tensor constitutivo elástico Eeijkl, por lo indicado en la tabla 3.1, se
llega a:



























Si ahora se reemplaza ij por 22 en la relación 3.64, se obtiene el esfuerzo σ22:
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Reemplazando ij por 12 en la expresión 3.64, se obtiene el esfuerzo σ12:






















































































σ12 = Ee1212 ·
[










σ12 = 2 · Ee1212 ·
[




Sustituyendo el coeficiente elástico Ee1212, se consigue:
σ12 = 2µ
[





En el modelo de fisura distribuida rotante, el hecho que la deformación longitudinal fuera del plano
ε33 sea nula, no implica que el correspondiente esfuerzo axial deba serlo también. Reemplazando ij por
33 en la ecuación 3.64, se obtiene el esfuerzo σ33:
















































































































Cambiando los coeficientes Eeijkl del tensor elástico, por lo indicado en la tabla 3.1 en función de las
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Reemplazando ij por 13 en la relación 3.64, se obtiene el esfuerzo σ13:
























































































































Reemplazando ij por 23 en la ecuación 3.64, se obtiene el esfuerzo σ23:
























































































































En el modelo de fisura distribuida rotante, el hecho que las deformaciones angulares εij que están
por fuera del plano 1-2 sean nulas (condición plana de deformaciones), no implica inmediatamente que
el esfuerzo cortante σij también se anule. Este esfuerzo es función de la deformación de fisuración εcnn
y también de las componentes en la dirección i y j del vector principal de deformaciones, es decir, p 1i y p
1
j .
Observación: 3.4 Si bajo la condición plana de deformaciones, siempre se presentan campos de defor-
mación que garanticen que la dirección principal mayor de deformación p̂ 1 esta contenida en
el plano 1-2, entonces la componente fuera del plano debe anularse, es decir: p 13 = 0. Esto reduce las
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anteriores expresiones a:





































































Al establecer que el vector principal mayor de deformaciones siempre este contenido en el plano 1-2,
se condiciona a que los esfuerzos cortantes fuera de ese plano sean nulos. Esto implica que bajo dicha
condición en el modelo de fisura distribuida rotante, los esfuerzos cortantes σij solamente son función de
la respectiva deformación angular εij. Siendo nula la deformación, se obliga a que el esfuerzo tenga que
anularse.
3.5. Tensor constitutivo tangente Etan
El objetivo de esta sección es definir el tensor constitutivo tangente de cuarto orden Etan para cada punto
material del sólido, el cual relaciona la derivada temporal del campo tensorial de esfuerzos .σ, con la





→ .σ = Etan : .ε (3.72)
El tensor Etan tiene las siguientes tres posibilidades según sea el estado de deformaciones en el punto
material: elástico, fisurado o nulo. El primero estado ocurre cuando la deformación principal mayor ε1 es
menor o igual a la deformación elástica máxima εemax, es decir ε1 ≤ εemax. El estado fisurado se presenta
cuando la deformación principal mayor supera a la elástica máxima pero es inferior a la deformación
última εf , es decir: εemax < ε1 < εf . Por último, la nulidad se da cuando el material pierde cohesión lo
cual ocurre cuando: ε1 ≥ εf .
3.5.1. Problema tridimensional
La obtención de Etan inicia con la derivación respecto al tiempo de la ecuación de constitutiva 3.17, que
relaciona el esfuerzo cohesivo a través de las caras de la fisura σnn, con la deformación de fisuración εcnn.
En esta derivación se debe considerar que la dirección normal a la fisura n̂ se convierte en una variable
temporal, ya que n̂ siempre debe ser paralela a la dirección de la deformación principal mayor p̂ 1 , la cual
vaŕıa en la medida que se modifica el campo de las deformaciones, bien sea como consecuencia del deterioro
del material por el proceso de fisuración, o debido al cambio en el campo de los desplazamientos nodales
en el pseudo–tiempo. Todo lo anterior ocasiona que el tensor direccional de segundo orden N = (n̂⊗ n̂) =(
p̂ 1 ⊗ p̂ 1
)
sea una variable temporal. Derivando con respecto al tiempo la relación constitutiva para el
modelo de fisura equivalente rotante que se indica en la ecuación 3.17, se obtiene:





(1 : ε) + 2µ d
dt





= λ (1 : .ε) + 2µ
(
N : .ε+ ε : .N
)
− (λ+ 2µ) .εcnn













Donde Etanc es función de la deformación de fisuración εcnn, y representa la pendiente de la ley de
ablandamiento, como se muestra en la figura 3.8. Esta entidad es la derivada de la ley de ablandamiento
con respecto a εcnn, es decir, es la misma función G′2 que se muestra en la ecuación 3.29. Reemplazando
lo anterior se obtiene que:
Etanc ·
.




N : .ε+ ε : .N
)
− (λ+ 2µ) .εcnn (3.73)
El término ε :
.
N se anula, lo cual simplifica la relación 3.73. Esta nulidad se muestra en detalle en el




εcnn = λ (1 :
.
ε) + 2µ (N : .ε)− (λ+ 2µ) .εcnn (3.74)




λ (1 : .ε) + 2µ (N : .ε)




(λ+ 2µ+ Etanc )
: .ε
(3.75)
De la ecuación 3.15, se puede establecer que: (λ1 + 2µN) = (N : Ee). Reemplazando lo anterior en la




(λ+ 2µ+ Etanc )
: .ε (3.76)
Ahora se debe volver a la ecuación 3.48 que relaciona el campo tensorial de los esfuerzos y deforma-
ciones por medio del tensor constitutivo elástico, con el propósito de derivar esa relación con respecto al
tiempo, recordando que el tensor constitutivo elástico Ee no es una variable temporal.
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Antes de continuar es necesario establecer la definición del tensor de cuarto orden N, el cual también




















p̂ 1 ⊗ p̂ 3
)sim] (3.78)
En la ecuación 3.77 se reemplaza la derivada temporal del tensor direccional
.
N, por lo establecido en
la relación A.37 del apéndice A.8, es decir,
.
N = N : .ε, lo que resulta en:
.
σ = Ee : [.ε−N .εcnn − (N : .ε) εcnn].
σ = Ee : .ε− Ee : N .εcnn − Ee : (N : .ε)εcnn
Reescribiendo la ecuación anterior pero cambiando el orden del segundo y tercer término a la derecha
de la igualdad, se tiene:
.
σ = Ee : .ε− Ee : (N : .ε)εcnn − Ee : N .εcnn
Los tres términos a la derecha de la igualdad de la relación superior son tensores de segundo orden. Al
reemplazar .εcnn por la ecuación 3.76, se tiene que en el último término debe aparecer un producto tensorial
que relacione dos tensores de segundo orden, para dar como resultado un tensor de cuarto orden, el cual
se opera con el tensor .ε y da como resultado un tensor de segundo orden .
.
σ = Ee : .ε− Ee : (N : .ε)εcnn − Ee : N⊗
[
(N : Ee)




σ = Ee : .ε− Ee : (N : .ε)εcnn −
[
(Ee : N)⊗ (N : Ee)
(λ+ 2µ+ Etanc )
]
: .ε
Factorizando la derivada temporal de las deformaciones .ε, se consigue la expresión final que relaciona




Ee − (Ee : N)εcnn −
[
(Ee : N)⊗ (N : Ee)




σ = Etan : .ε
(3.79)
Donde se identifica de manera directa el tensor constitutivo tangente de cuarto orden para el modelo
de fisura distribuida rotante, el cual es:
Etan = Ee − (Ee : N)εcnn −
[
(Ee : N)⊗ (N : Ee)
(λ+ 2µ+ Etanc )
]
Etan = Ee − Etan2 − Etan3
(3.80)
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El segundo término de la ecuación 3.80 se puede simplificar aún más si se reemplaza el tensor elástico
Ee por la definición dada en la ecuación 3.10 .
Etan2 = (Ee : N)εcnn = {[λ(1⊗ 1) + 2µIS] : N} εcnn
= {λ(1⊗ 1) : N + 2µIS : N} εcnn
(3.81)
Utilizando las igualdades A.1 y A.2 contenidas en los anexos, se tiene que: IS : N = N, y que
(1⊗ 1) : N = tr (N) 1. Reemplazando lo anterior en 3.81:
Etan2 = (Ee : N)εcnn = {λtr (N)1 + 2µN} εcnn (3.82)
Se debe ahora encontrar el valor de la traza del tensor N. Se parte del hecho que la traza aplica sobre
la base produciendo un delta de Kronecker, es decir: tr (A) = Aijtr (êi ⊗ êj) = Aijδij = Aii. Igualmente
se recuerda que p̂ 1 , p̂ 2 y p̂ 3 son vectores unitarios que indican la dirección en que se desarrollan las
deformaciones principales. La traza del tensor de cuarto orden N se obtiene de la siguiente forma:






















































p̂ 1 ⊗ p̂ 2
)sim
= 12 [δ12 + δ21] = 0
tr
(
p̂ 1 ⊗ p̂ 3
)sim
= 12 [δ13 + δ31] = 0
tr (N) = 0 (3.83)
Reemplazando el valor de la traza tr (N) en la ecuación 3.82, resulta la siguiente relación:
Etan2 = (E : N)εcnn = 2µNεcnn (3.84)
Reescribiendo la ecuación 3.80 que describe al tensor constitutivo tangente, con la simplificación del
segundo término, se obtiene:
Etan = Ee − 2µNεcnn −
[
(Ee : N)⊗ (N : Ee)
(λ+ 2µ+ Etanc )
]
(3.85)
Etan = Ee − Etan2 − Etan3
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donde




(Ee : N)⊗ (N : Ee)
(λ+ 2µ+ Etanc )
] (3.86)
En la ecuación 3.85 se indica el tensor constitutivo tangente que relaciona las derivadas temporales
de los esfuerzos y las deformaciones. El cual se compone de los siguientes tres tensores:
• Tensor constitutivo elástico Ee: Es un tensor de cuarto orden con simetŕıa mayor y menor, expresado
en términos de las constantes de Lamé λ y µ, o en su defecto, en función del módulo de elasticidad
de Young Ee y la relación de Poisson ν. Este tensor se define en la ecuación 3.10. Al ser un tensor de
cuarto orden con la simetŕıa mencionada, se puede representar por medio de una matriz simétrica
de 6x6, como se muestra en la tabla 3.1.
• Tensor tangente Etan2: Es un tensor de cuarto orden con simetŕıa mayor, que es función de la
deformación de fisuración εcnn y del tensor direccional de cuarto orden N.
• Tensor tangente Etan3 Es un de cuarto orden con simetŕıa mayor. Este término es direccional, ya
que en su numerador se involucra el tensor direccional de segundo orden N = n̂⊗ n̂ = p̂ 1 ⊗ p̂ 1 ,
el cual es un tensor que mide la variación de la dirección normal a la se propaga la fisura. En cambio,
en el denominador se tiene un escalar que depende de las constantes de Lamé, y de la pendiente
de la ley ablandamiento Etanc que mide la tasa de pérdida de cohesividad del material durante el
proceso de fisuración.
Al ser Ee , Etan2 y Etan3 tensores con simetŕıa mayor y menor de cuarto orden, se concluye que el
tensor Etan que resulta de una combinación lineal de los anteriores, también posee simetŕıa mayor y me-
nor, y en consecuencia tiene una representación matricial en notación de Voigt por medio de una matriz
simétrica de 6x6.
En las siguientes secciones se presenta el desarrollo expĺıcito de cada uno de los tensores de cuarto
orden que constituyen al tensor constitutivo tangente del modelo de fisura distribuida rotante.
3.5.2. Tensor elástico Ee
Como se mencionó, el tensor constitutivo elástico puede expresarse en función de las constantes de Lamé
λ y µ, o en función del módulo de elasticidad Ee y de la relación de Poisson ν. En este trabajo se escogió
la primera opción. Como todo tensor de cuarto orden con simetŕıa mayor, se puede representar por medio
de una matriz simétrica en notación de Voigt de tamaño 6x6, como se muestra en la tabla 3.1.
3.5.3. Tensor tangente Etan2
Para obtener los coeficientes que conforman el tensor tangente Etan2, se requiere obtener el tensor N,
el cual por definición es un tensor de cuarto orden con simetŕıa mayor, y por ende se puede representar
matricialmente por medio de un arreglo simétrico de 6x6. Haciendo uso de la definición del tensor de
cuarto orden N dado en la ecuación 3.78, se pueden determinar los coeficientes Nijkl que conforman dicho
tensor, para luego multiplicarlos por el factor escalar 2µεcnn, y aśı obtener los coeficientes Etan2ijkl .
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Figura 3.20: Posibles combinaciones para ijkl ó mnab

















































La ecuación 3.87 expresa los términos constitutivos del tensor Etan2 en el caso general, en donde se
presentan 4 ı́ndices que vaŕıan de 1 a 3, debido a las tres direcciones espaciales que conforman el problema.
Lo anterior implica que para el caso general el tensor Etan2 tendrá 81 componentes. Todas las posibles
combinaciones de los sub́ındices ijkl se indican en la figura 3.20.
3.5.4. Simetŕıa mayor Etan2
En esta sección se busca comprobar la simetŕıa mayor del tensor tangente Etan2, para lo cual se debe
comprobar la simetŕıa mayor del tensor N, que cumplirá con lo anterior si y solamente si: Nijkl = Nklij .



















































Cambiando el orden en que ocurren los paréntesis que contienen las componentes de los vectores de
deformación principal, se tiene:
Nklij =
εcnn















































La comparación de las relaciones 3.88 y 3.89 lleva a la conclusión que: Nijkl = Nklij , y por ende se
comprueba que el tensor direccional de cuarto orden N tiene simetŕıa mayor.
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El hecho que N tenga simetŕıa mayor implica inmediatamente que el tensor tangente Etan2, también
tiene simetŕıa mayor, ya que básicamente Etan2 es el mismo tensor N multiplicado por el factor escalar
2µεcnn.
3.5.5. Tensor tangente Etan3
Etan3 es un tensor simétrico de cuarto orden que busca capturar el efecto de la rotación de la fisura, esto
se refleja en la influencia que tiene el tensor direccional de segundo orden N en el cálculo de esta variable.
Como medida de fisuración se presenta la pendiente de la recta tangente a la ley de ablandamiento Etanc ,
la cual es la misma función G′2 que se indica en la ecuación 3.28, y que se obtiene mediante métodos
numéricos como Newton-Rapshon si la ley de ablandamiento es exponencial o RH, y de manera anaĺıtica
si es la ley bilineal (sección 3.2).
El objetivo es encontrar los términos Etan3ijkl que componen al tensor tangente Etan3, para lo cual se
reescribe este tensor:
Etan3 = (E
e : N)⊗ (N : Ee)
(λ+ 2µ+ Etanc )
= C⊗D(λ+ 2µ+ Etanc )
Donde C es un tensor de segundo orden definido como:
C = Ee : N = Eeijmn(êi ⊗ êj ⊗ êm ⊗ ên) :Nrs(êr ⊗ ês)
C = EeijmnNrs(êi ⊗ êj) (êm · êr)︸ ︷︷ ︸
δmr→r=m
(ên · ês)︸ ︷︷ ︸
δns→s=n
C = EeijmnNmn(êi ⊗ êj) = Eeijmnp 1m p 1n (êi ⊗ êj)
Mientras que D es otro tensor de segundo orden definido como:
D = N : Ee = Nab(êa ⊗ êb) :Eecdkl(êc ⊗ êd ⊗ êk ⊗ êl)
D = NabEecdkl (êa · êc)︸ ︷︷ ︸
δac→c=a
(êb · êd)︸ ︷︷ ︸
δbd→d=b
(êk ⊗ êl)



































(λ+ 2µ+ Etanc )













(λ+ 2µ+ Etanc )
(3.90)
Estudiando la expresión para Etan3ijkl , se observa que es un término que responde a un modo I de frac-
tura, ya que sólo involucra las componentes de la dirección principal mayor de deformación p̂ 1 , que en
el modelo de fisura distribuida rotante coincide con la dirección n̂, que es normal a la dirección en que se
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propaga la fisura.
En la definición 3.90 se observa que para cada término ijkl que conforma el tensor, existe una suma-
toria de Einstein sobre los ı́ndices m, n, a y b, ya que se repiten a la derecha de la igualdad dos veces.
Estos ı́ndices vaŕıan entre 1, 2 y 3, debido a las tres direcciones espaciales del modelo. Por lo anterior,
para la obtención de cualquier término ijkl se necesitan calcular 81 términos. En la figura 3.20, se indican
todas las posibles combinaciones para los cuatro ı́ndices mnab.
Al poseer el tensor Etan3 simetŕıa mayor, se requerirán calcular 21 términos independientes ijkl, sin
embargo, para cada uno de estos se necesitan previamente haber calculado 81 términos internos mnab,
por lo cual, la obtención de este tensor en cada punto material implica realizar 1 701 operaciones.
3.5.6. Simetŕıa mayor Etan3
El tensor Etan3 tendrá simetŕıa mayor si y solo si: Etan3ijkl = Etan3klij . Ya se conoce el primer término (ecuación













(λ+ 2µ+ Etanc )
Por simetŕıa mayor del tensor constitutivo elástico Ee se tiene que: Eeklmn = Eemnkl y Eeabij = Eeijab,


























(λ+ 2µ+ Etanc )
Los coeficientes a, b, m y n son coeficientes de una sumatoria de Einstein y por ende se les puede


















(λ+ 2µ+ Etanc )
(3.91)













(λ+ 2µ+ Etanc )
(3.92)
Comparando las ecuaciones 3.90 y 3.92, se encuentra que: Etan3klij = Etan3ijkl , lo que implica que el tensor
tangente de cuarto orden Etan3 tiene simetŕıa mayor.
3.5.7. Resumen problema tridimensional
En resumen el tensor tangente Etan, y la expresión general de cada coeficiente Etanijkl que lo conforma es:
Etan = Ee − 2µNεcnn −
[
(Ee : N)⊗ (N : Ee)
(λ+ 2µ+ Etanc )
]
(3.93)
Etan = Ee − Etan2 − Etan3 (3.94)
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(λ+ 2µ+ Etanc )
(3.95)
Observación: 3.5 El hecho que el tensor constitutivo elástico Ee tenga simetŕıa mayor y menor, y que
los tensores tangentes Etan2 y Etan3 posean simetŕıa mayor, lleva a establecer que el tensor constitutivo
tangente Etan, posee simetŕıa mayor, ya que es el resultado de una relación lineal entre los tres primeros,
como se muestra en la ecuación 3.94.
3.6. Problema bidimensional
En esta sección se realiza la simplificación del tensor constitutivo tangente Etan, en el espacio bidimensio-
nal para condición plana de esfuerzos y condición plana de deformaciones. El modelo propuesto esta bajo
condición plana de esfuerzos, sin embargo, la implementación hecha en el programa HYPLAS permite el
uso de cualquiera de las dos condiciones.
En problemas bidimensionales se considera que la deformación principal mayor ε1 e intermedia ε2,
están exclusivamente contenidas en el plano 1–2, lo que tiene como consecuencia que sus direcciones
principales de deformación no tienen componente en dirección 3, es decir:
p̂ 1 = p 11 ê1 + p
1
2 ê2 + 0ê3 = p
1
1 n̂ + p
1
2 m̂ + 0̂l
p̂ 2 = p 21 ê1 + p
2
2 ê2 + 0ê3 = p
2
1 n̂ + p
2
2 m̂ + 0̂l
(3.96)
Los vectores principales de deformación p̂ 1 , p̂ 2 y p̂ 3 forman una base ortonormal, por ende si p̂ 1
y p̂ 2 están contenidos en el plano 1–2, se tiene como consecuencia que el vector principal menor p̂ 3 esté
por fuera de dicho plano, es decir:
p̂ 3 = 0ê1 + 0ê2 ± 1ê3 = 0n̂ + 0m̂± 1̂l (3.97)
Lo anterior genera una simplificación de los cálculos que se requieren para obtener los coeficientes
que conforman los tensores tangentes Etan2 y Etan3, ya que cuando aparece la componente fuera del
plano 1–2 en los vectores principales mayor e intermedio, esta se anula. Igualmente, cuando se presentan
las componentes en el plano 1–2 del vector principal menor de deformaciones, estas son nulas, mientras




3 = 0; p
2
3 = 0; p
3
1 = 0; p
3
2 = 0; p
3
3 = ±1 (3.98)
A continuación se describen las simplificaciones que se generan sobre los tensores tangentes Etan2 y
Etan3, para el caso bidimensional:
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3.6.1. Tensor tangente Etan2 en problemas bidimensionales
En el caso bidimensional la definición del tensor Etan2 sigue siendo la expresada en la relación 3.87,
y en consecuencia las posibles combinaciones de los sub́ındices ijkl dan como resultado las mismas 81
componentes de la figura 3.20. Sin embargo, existen 60 términos Etan2ijkl que tienen un valor igual a cero,
debido a las nulidades de la expresión 3.98. Esto implica que para el caso bidimensional el cálculo de este
tensor tangente solamente posee 21 términos Etan2ijkl diferentes de cero.
3.6.2. Tensor tangente Etan3 elasticidad plana
Para el tensor tangente Etan3 bajo la condición bidimensional, la definición 3.90 sigue aplicando, sin
embargo, con las nulidades de las componentes de los vectores principales de deformación dadas en la
expresión 3.98, sucede una importante reducción en el número de términos que se deben hallar para el
cálculo de cada uno de los coeficientes Etan3ijkl , ya que cuando cualquiera de los ı́ndices m, n, a y b toman
el valor de 3, se anula el sub-término mnab respectivo, debido a que aparece en el numerador la compo-
nente p 13 = 0. Por tal motivo, el número de sub-términos mnab que se requieren para calcular cualquier
coeficiente Etan3ijkl es 16, lo que lleva a que el número de cálculos necesarios para hallar los 21 coeficientes
de la representación matricial del tensor Etan3 sea 336 operaciones. En el caso tridimensional dicho valor
es de 1 701. Lo anterior se resumen en establecer que para la condición bidimensional, los ı́ndices mnab
sobre los cuales se hace que la sumatoria de Einstein en la ecuación 3.90, solamente vaŕıan entre 1 y 2.
Observación: 3.6 En resumen, el tensor constitutivo tangente Etan bajo la condición bidimensional,
sigue estando definido por la relación general 3.95, pero requiere menos cálculos internos para su conse-
cución.
3.7. Matriz constitutiva tangente en notación de Voigt de un modelo
constitutivo simétrico Dtan
La ecuación constitutiva tangente en notación tensorial esta dada por la relación: .σ = Etan : .ε, y se
constituye de las siguientes seis ecuaciones escalares simultáneas:
.
σ11 = Etan1111 ·
.
ε11 + Etan1122 ·
.
ε22 + Etan1133 ·
.
ε33 + Etan1123 ·
.
ε23 + Etan1113 ·
.




σ22 = Etan2211 ·
.
ε11 + Etan2222 ·
.
ε22 + Etan2233 ·
.
ε33 + Etan2223 ·
.
ε23 + Etan2213 ·
.




σ33 = Etan3311 ·
.
ε11 + Etan3322 ·
.
ε22 + Etan3333 ·
.
ε33 + Etan3323 ·
.
ε23 + Etan3313 ·
.




σ23 = Etan2311 ·
.
ε11 + Etan2322 ·
.
ε22 + Etan2333 ·
.
ε33 + Etan2323 ·
.
ε23 + Etan2313 ·
.




σ13 = Etan1311 ·
.
ε11 + Etan1322 ·
.
ε22 + Etan1333 ·
.
ε33 + Etan1323 ·
.
ε23 + Etan1313 ·
.




σ12 = Etan1211 ·
.
ε11 + Etan1222 ·
.
ε22 + Etan1233 ·
.
ε33 + Etan1223 ·
.
ε23 + Etan1213 ·
.
ε13 + Etan1212 ·
.
ε12 (3.99f)
En las anteriores ecuaciones se considera la simetŕıa mayor del tensor constitutivo tangente, que es-
tablece que: Etanijkl = Etanklij . Igualmente se considera la simetŕıa de los tensores de segundo orden de la
derivada temporal de los esfuerzos y de las deformaciones, es decir: .σij = .σji y .εkl = .εlk. Lo anterior es
consecuencia de la simetŕıa que se presenta en el tensor de esfuerzos y deformaciones.
Las seis ecuaciones simultaneas de las relaciones 3.99 se pueden escribir de manera compacta por
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Siendo { .σ} y {.ε} matrices columna (vectores) que contienen a las componentes de las derivadas
temporales de los esfuerzos y de las deformaciones respectivamente:
{ .σ} = {.σ11, .σ22, .σ33, .σ23, .σ13, .σ12}t
{.ε} = { .ε11, .ε22, .ε33, .ε23, .ε13, .ε12}t
(3.101)
Donde .ε23, .ε13 y .ε12 son las derivadas temporales de las deformaciones angulares cient́ıficas y corres-
ponden a .εij =
.
γij





es la matriz constitutiva tangente que se encuentra conformada por los coeficientes
Etanijkl que constituyen el tensor constitutivo Etan. Dado que este último tensor tiene simetŕıa mayor, se














































































La matriz constitutiva tangente de 6x6 que se presenta en la ecuación 3.102 abarca el caso general, es
decir, el problema en tres dimensiones y de alĺı sus 21 términos. En las siguientes secciones se presenta el
cálculo de dicha matriz para las condiciones bidimensionales, es decir, la condición plana de esfuerzos y la
condición plana de deformaciones, situaciones en las cuales la matriz constitutiva resulta ser una matriz
simétrica de 3x3 con 6 términos independientes.
3.7.1. Condición plana de esfuerzos – Método 1
El estado plano de esfuerzos establece que todos los esfuerzos fuera del plano 1–2 son nulos, es decir:
σ33 = σ23 = σ13 = 0. En consecuencia, las derivadas temporales de estas componentes de esfuerzo también
son nulas: .σ33 = .σ23 = .σ13 = 0. Cabe mencionar que el hecho que σ33 = 0 y .σ33 = 0, no condiciona el
valor que tome la deformación longitudinal correspondiente ε33 o su tasa de deformación .ε33.
Reemplazando .σ33 = 0 en la ecuación 3.99c, se obtiene una expresión para la derivada temporal de
la deformación .ε33, como se establece en la relación 3.103. En esta ecuación se desconoce en principio las








ε11 + Etan3322 ·
.
ε22 + Etan3323 ·
.
ε23 + Etan3313 ·
.





Se reemplaza ahora .σ23 = 0 en la ecuación 3.99d, y se sustituye el valor de .ε33 por el encontrado en
la relación 3.103, con lo que se obtiene la siguiente expresión :
0 = Etan2311 ·
.
ε11 + Etan2322 ·
.
ε22 + Etan2333 ·
.
ε33 + Etan2323 ·
.
ε23 + Etan2313 ·
.
ε13 + Etan2312 ·
.
ε12
0 = Etan2311 ·
.





























· .ε12 + Etan2323 · .ε23 + Etan2313 · .ε13 + Etan2312 · .ε12
(3.104)
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Definiendo las variables A1, A2, A3, A4 y A5 como se muestra en la ecuación 3.106, se llega a obtener
la expresión 3.107 que define a la derivada temporal de deformación .ε23 en función de dichas variables, y
donde solamente se desconoce la derivada temporal de deformación .ε13
A1 = Etan2311 −
Etan2333 · Etan3311
Etan3333
A2 = Etan2322 −
Etan2333 · Etan3322
Etan3333
A3 = Etan2313 −
Etan2333 · Etan3313
Etan3333












ε11 + A2 · .ε22 + A3 · .ε13 + A4 · .ε12
A5
(3.107)
Reemplazando la tasa de deformación .ε23 dentro de la ecuación 3.103, se encuentra una relación para










































































Para reducir la longitud de los cálculos se introducen las siguientes variables: B1, B2, B3 y B4, las
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Sustituyendo las variables dadas en la expresión 3.109 dentro de la relación 3.108, se obtiene una
expresión para la tasa de deformación fuera del plano .ε33 mas compacta y en donde existe una sola
variable desconocida, la derivada temporal de deformación .ε13:
.
ε33 = B1 · .ε11 +B2 · .ε22 +B3 · .ε13 +B4 · .ε12 (3.110)
Si ahora se reemplaza las tasas de deformación .ε23 y .ε33 dadas en la ecuación 3.107 y 3.110 respecti-
vamente, dentro de la ecuación 3.99e que se iguala a cero, dado que .σ13 = 0 por ser una tasa de esfuerzo
fuera del plano, se tiene como resultado la siguiente ecuación:
.
σ13 = 0 = Etan1311 ·
.
ε11 + Etan1322 ·
.
ε22 + Etan1333 (B1 ·
.














Desarrollando todos los productos de la ecuación anterior, se obtiene:
0 = Etan1311 ·
.
ε11 + Etan1322 ·
.
ε22 + Etan1333 ·B1 ·
.
ε11 + Etan1333 ·B2 ·
.
ε22
+ Etan1333 ·B3 ·
.
ε13 + Etan1333 ·B4 ·
.
ε12 +
























ε13 + Etan1312 ·
.
ε12
Reorganizando términos se obtiene:
(

























De la anterior ecuación se busca despejar la tasa de deformación .ε13, de forma tal que sea función
de las tasas de deformación que se hayan en el plano 1–2, es decir, .ε11, .ε22 y .ε33. Sin embargo, antes de
encontrar una expresión para .ε13 se deben definir las variables D1, D2. D3 y D4, con el fin de abreviar la
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longitud de la expresión 3.112. Dichas variables están dadas por:
D1 =
(























Reemplazando las anteriores variables dentro de la ecuación 3.112, y despejando de esta misma la tasa
de deformación .ε13, se obtiene una expresión para esta tasa en función de las tasas de deformación que





ε11 +D2 · .ε22 +D3 · .ε12
D4
(3.114)
Ahora se debe reemplazar la tasa de deformación .ε13 dada en la relación 3.114 dentro de la ecuación
3.110, para obtener:
.





























Nuevamente se definen nuevas variables F1, F2 y F3, con las cuales se busca acortar la extensión de
la ecuación 3.115. Dichas variables están definidas como:
F1 = B1 +
B3 ·D1
D4
F2 = B2 +
B3 ·D2
D4




Reemplazando las variables definidas anteriormente dentro de la ecuación 3.115, se obtiene la expresión
final para la tasa de deformación .ε33, que esta expresada en función de las derivadas temporales de
deformación que ocurren en el plano de estudio 1–2:
.
ε33 = F1 · .ε11 + F2 · .ε22 + F3 · .ε12 (3.117)
Ya se consiguieron las expresiones reducidas para las tasas de deformación .ε13 y .ε33 por medio de
las ecuaciones 3.114 y 3.117 respectivamente, las cuales están en función de las derivadas temporales de
las deformaciones que ocurren en el plano 1–2. Solo queda por conseguir una expresión para la tasa de
deformación .ε23. Para esto, se debe reemplazar la relación 3.114 dentro de la expresión 3.107, es decir:


















































De igual forma como se ha hecho anteriormente, se realiza una definición de los términos G1, G2 y G3































Reemplazando los términos de la relación 3.119 dentro de 3.118 se obtiene la expresión 3.120, que
define a .ε23 en función de las derivadas temporales de las deformaciones en el plano 1–2.
.
ε23 = G1 · .ε11 +G2 · .ε22 +G3 · .ε12 (3.120)
Ya se conocen expresiones que relacionan las derivadas temporales de las deformaciones fuera del plano
1–2, con las tasas de deformación en dicho plano. Lo anterior se hizo con el propósito de reescribir las
relaciones 3.99 en función únicamente de las tasas de deformación contenidas en el plano 1–2, ya que las
deformaciones en este plano son las que se emplean en los modelos bidimensionales. En otras palabras, se
buscan tres ecuaciones para las tasas de esfuerzo .σ11, .σ22 y .σ12, en función únicamente de las derivadas
temporales de deformación .ε11, .ε22 y .ε12, para esto es necesario reemplazar dentro de la ecuación 3.99 el
valor de .ε13, .ε33 y .ε23 que se da en las relaciones 3.114, 3.117 y 3.120 respectivamente.
Reescribiendo la relación para la tasa de esfuerzo .σ11 que se da en la ecuación 3.99a, pero sustituyendo
el valor de las tasas de deformación fuera del plano .ε33, .ε23 y .ε13, se obtiene la siguiente expresión:
.
σ11 = Etan1111 ·
.
ε11 + Etan1122 ·
.
ε22 + Etan1133 ·
.
ε33︷ ︸︸ ︷





















Se definen las variables H1, H2 y H3 como se indica a continuación, con el propósito de simplificar la











Sustituyendo las anteriores definiciones dentro de la ecuación 3.121, se consigue finalmente una ex-
presión para la tasa del esfuerzo longitudinal .σ11, en función únicamente de las tasas de deformación que
ocurren en el plano de interes 1–2:
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.
σ11 = Etan1111 ·
.
ε11 + Etan1122 ·
.
ε22 + Etan1133 · (F1 ·
.
ε11 + F2 · .ε22 + F3 · .ε12)
+ Etan1123 · (G1 ·
.
ε11 +G2 · .ε22 +G3 · .ε12) + Etan1113 · (H1 · .ε11 +H2 · .ε22 +H3 · .ε12) + Etan1112 · .ε12
(3.123)
Ahora se deben reorganizar los términos de la ecuación 3.123, mediante la factorización de las tasas






























Reescribiendo la relación para la tasa de esfuerzo .σ22 que se da en la ecuación 3.99b, pero sustituyendo
el valor de las tasas de deformación fuera del plano .ε33, .ε23 y .ε13, se obtiene la siguiente expresión, que
relaciona la tasa de esfuerzo .σ22, con las derivadas temporales de deformación en el plano 1–2:
.
σ22 = Etan2211 ·
.
ε11 + Etan2222 ·
.
ε22 + Etan2233 ·
.
ε33︷ ︸︸ ︷




(G1 · .ε11 +G2 · .ε22 +G3 · .ε12) +Etan2213 ·
.
ε13︷ ︸︸ ︷
(H1 · .ε11 +H2 · .ε22 +H3 · .ε12) +Etan2212 · .ε12
(3.125)
Reorganizando la ecuación 3.125, con el fin de factorizar las tasas de deformación que se encuentran



















Etan2212 + Etan2233 · F3 + Etan2223 ·G3 + Etan2213 ·H3
)
· .ε12
Caṕıtulo 3. Modelo de fisura distribuida rotante 95
.







De manera similar, se reescribe la ecuación 3.99f que indica la tasa del esfuerzo cortante .σ12, pero
sustituyendo en esta los valores encontrados en las ecuaciones 3.114, 3.117 y 3.120, para las tasas de
deformación .ε13, .ε33 y .ε23 respectivamente:
.
σ12 = Etan1211 ·
.
ε11 + Etan1222 ·
.
ε22 + Etan1233 ·
.
ε33︷ ︸︸ ︷




(G1 · .ε11 +G2 · .ε22 +G3 · .ε12) +Etan1213 ·
.
ε13︷ ︸︸ ︷
(H1 · .ε11 +H2 · .ε22 +H3 · .ε12) +Etan1212 · .ε12
La anterior expresión es una relación para la tasa de esfuerzo cortante .σ12 en función exclusivamente de
las tasas de deformación que están contenidas en el plano 1–2. Reorganizando esta expresión y factorizando
las tasas de deformación mencionadas, se obtiene la expresión final de la tasa de esfuerzo cortante .σ12,






























Ya se han encontrado tres ecuaciones que relacionan las tasas de esfuerzo en el plano 1–2 con las
respectivas tasas de deformación en el mismo plano (ecuaciones 3.124, 3.126 y 3.127), estas se vuelven a
presentar de manera conjunta:
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Las tres ecuaciones simultaneas de la relación 3.128, se pueden escribir de manera compacta por medio
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Donde los coeficientes que Dtanij que constituyen la matriz constitutiva tangente para la condición
plana de esfuerzos estan dados por:
Dtan11 = Etan1111 + Etan1133 · F1 + Etan1123 ·G1 + Etan1113 ·H1
Dtan12 = Etan1122 + Etan1133 · F2 + Etan1123 ·G2 + Etan1113 ·H2
Dtan13 = Etan1112 + Etan1133 · F3 + Etan1123 ·G3 + Etan1113 ·H3
Dtan21 = Etan2211 + Etan2233 · F1 + Etan2223 ·G1 + Etan2213 ·H1
Dtan22 = Etan2222 + Etan2233 · F2 + Etan2223 ·G2 + Etan2213 ·H2
Dtan23 = Etan2212 + Etan2233 · F3 + Etan2223 ·G3 + Etan2213 ·H3
Dtan31 = Etan1211 + Etan1233 · F1 + Etan1223 ·G1 + Etan1213 ·H1
Dtan32 = Etan1222 + Etan1233 · F2 + Etan1223 ·G2 + Etan1213 ·H2
Dtan33 = Etan1212 + Etan1233 · F3 + Etan1223 ·G3 + Etan1213 ·H3
(3.130)
3.7.2. Simetŕıa [Dtan] para condición plana de esfuerzos – Método 1




bajo condición plana de
esfuerzos – método 1, es compleja debido a los múltiples términos que se definieron para poder establecer
una definición compacta de la matriz en la relación 3.130. En este trabajo la comprobación de la simetŕıa
es experimental, es decir, se calcula la matriz e inmediatamente por medio de un algoritmo se establece
si es simétrica. En caso de no serlo el algoritmo hace que la simulación numérica termine. En todas las
simulaciones ejecutadas el algoritmo evaluó simetŕıa en la matriz constitutiva tangente.
3.7.3. Condición plana de esfuerzos – Método 2





plana de esfuerzos, que consiste en reorganizar las seis ecuaciones simultaneas que describen la relación
tensorial entre las derivadas temporales de esfuerzo y deformación, es decir: .σ = Etan : .ε. Dicha reorga-
nización transforma la ecuación 3.99 de la siguiente manera:
.
σ11 = Etan1111 ·
.
ε11 + Etan1122 ·
.
ε22 + Etan1112 ·
.
ε12 + Etan1123 ·
.
ε23 + Etan1113 ·
.




σ22 = Etan2211 ·
.
ε11 + Etan2222 ·
.
ε22 + Etan2212 ·
.
ε12 + Etan2223 ·
.
ε23 + Etan2213 ·
.




σ12 = Etan1211 ·
.
ε11 + Etan1222 ·
.
ε22 + Etan1212 ·
.
ε12 + Etan1223 ·
.
ε23 + Etan1213 ·
.




σ23 = Etan2311 ·
.
ε11 + Etan2322 ·
.
ε22 + Etan2312 ·
.
ε12 + Etan2323 ·
.
ε23 + Etan2313 ·
.




σ13 = Etan1311 ·
.
ε11 + Etan1322 ·
.
ε22 + Etan1312 ·
.
ε12 + Etan1323 ·
.
ε23 + Etan1313 ·
.




σ33 = Etan3311 ·
.
ε11 + Etan3322 ·
.
ε22 + Etan3312 ·
.
ε12 + Etan3323 ·
.
ε23 + Etan3313 ·
.
ε13 + Etan3333 ·
.
ε33 (3.131f)
La relación 3.131 y 3.99, son exactamente iguales, pero la segunda tiene un orden tal que cuando se
expresa de manera compacta, cumple con el orden dado en la notación de Voigt. En la primera lo anterior
no ocurre, ya que se busca generar una condensación matricial. Expresando la relación 3.131 de manera
compacta, se tiene:

















































































































































































































































De la condición plana de esfuerzos se conoce que los esfuerzos fuera del plano de estudio 1–2 son nulos,
es decir, σ23 = σ13 = σ33 = 0, por lo cual las derivadas temporales correspondientes también lo son:.
σ23 = .σ13 = .σ33 = 0. Lo anterior implica que la matriz columna de tasas de esfuerzos { .σB} definida en










De la ecuación 3.144 se despeja la matriz columna {.εB}, que contiene las tasas de deformación que










Reemplazando {.εB} dentro de la ecuación matricial 3.142, se obtiene una expresión para { .σA}, que
contiene las tasas de esfuerzo contenidas en el plano 1–2 en función de las tasas de deformación en el








































De la ecuación 3.146, se identifica la matriz constitutiva tangente de 3x3 que relaciona exclusivamente


























, la ecuación matricial 3.142 se






3.7.4. Simetŕıa [Dtan] para condición plana de esfuerzos – Método 2





na de esfuerzos – método 2, es complicada, ya que partiendo de la simetŕıa mayor que posee el tensor

















no son simétricas. Por tal motivo,
la demostración de la simetŕıa de la matriz constitutiva se basa en establecer la simetŕıa del producto







]−1 · [Etan2A ]. Dada la complejidad de dicha demostración, se establece nuevamente un algo-




. En caso de no ser simétrica el algoritmo detiene la simulación
numérica. En todas las simulaciones realizadas el algoritmo evaluó la matriz constitutiva tangente como
simétrica.
3.7.5. Condición plana de deformaciones
Del estado plano de deformaciones se conoce que todos las deformaciones fuera del plano 1–2 son nulas,
es decir: ε33 = ε23 = ε13 = 0. Lo anterior implica que las derivadas temporales de estas deformaciones
también son nulas: .ε33 = .ε23 = .ε13 = 0.




es sencilla para la condición plana de deforma-
ciones, ya que las nulidades mencionadas permiten que la ecuación 3.99 se simplifique de forma tal que:
la obtención de los términos que constituyen la matriz sea inmediata, sin necesidad de sustituir variables.
La simplificación mencionada lleva a que el conjunto de ecuaciones simultaneas que describen la relación
tensorial { .σ} = [Dtan] · {.ε} se reduzca de la siguiente forma:
.
σ11 = Etan1111 ·
.
ε11 + Etan1122 ·
.




σ22 = Etan2211 ·
.
ε11 + Etan2222 ·
.




σ33 = Etan3311 ·
.
ε11 + Etan3322 ·
.




σ23 = Etan2311 ·
.
ε11 + Etan2322 ·
.




σ13 = Etan1311 ·
.
ε11 + Etan1322 ·
.




σ12 = Etan1211 ·
.
ε11 + Etan1222 ·
.




Descartando las ecuaciones que relacionan las derivadas temporales de los esfuerzos que no están
contenidos en el plano de estudio 1–2, la relación 3.149 se reduce a:
.
σ11 = Etan1111 ·
.
ε11 + Etan1122 ·
.




σ22 = Etan2211 ·
.
ε11 + Etan2222 ·
.




σ12 = Etan1211 ·
.
ε11 + Etan1222 ·
.




En el caso plano de deformaciones, las tasas de esfuerzos en el plano 1–2 son función únicamente de
las tasas de deformación en el mismo plano, como se indica en la ecuación 3.150, lo que hace inmediato la
obtención de la matriz constitutiva. La expresión 3.150 se puede escribir en forma compacta en la notación







































es la matriz constitutiva tangente para la condición plana de deformaciones, que se
define como:























3.7.6. Simetŕıa [Dtan] para condición plana de deformaciones




en la condición plana de defor-
maciones, se basa en la simetŕıa mayor que posee el tensor constitutivo tangente Etan, ya que los términos
Dtanmn que conforman la matriz son iguales a los coeficientes Etanijkl del tensor.
La simetŕıa mayor del tensor constitutivo tangente de cuarto orden Etan, lleva a establecer que:
Etan1122 = Etan2211 → Dtan12 = Dtan21
Etan1112 = Etan1211 → Dtan13 = Dtan31
Etan2212 = Etan1222 → Dtan23 = Dtan32
(3.153)




, para la condición
plana de deformaciones.
3.8. Deformación de fisuración εcnn
La deformación de fisuración εcnn toma un valor determinado en función de la deformación principal mayor
ε1, ya que con esta última se determina si el punto material de estudio esta en rango elástico, fisurado
cohesivo o pérdida de cohesión.
3.8.1. Rango elástico εcnn
Si el punto material posee un estado de deformaciones que genera una deformación principal mayor que
es inferior a la deformación elástica máxima, entonces la deformación de fisuración es nula, ya que no se
presenta ningún proceso de fractura, es decir:
ε1 ≤ εemax → εcnn = 0 (3.154)
3.8.2. Rango fisurado cohesivo εcnn
Este rango sucede cuando la deformación principal mayor supera la deformación elástica máxima pero
es menor a la deformación última. En este caso la deformación de fisuración εcnn se calcula de manera
anaĺıtica como se indica en la sección 3.1.1 para una ley de ablandamiento bilineal, ó por medio del método
iterativo de Newton Rapshon como se presenta en las secciones 3.1.2 y 3.1.3 para las leyes exponencial y
RH respectivamente, es decir:
εemax < ε1 < εf → εcnn > 0 (3.155)
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3.8.3. Rango pérdida de cohesión εcnn
Este rango se alcanza cuando la deformación principal mayor supera la deformación última, lo que ge-
nera que el esfuerzo cohesivo σnn que se trasmite por la fisura equivalente se anule. En este caso εcnn
deja de ser una deformación debido a que el esfuerzo asociado es cero, y la función de εcnn en el estado
de pérdida de cohesión es permitir el cálculo de la abertura de fisura wcnn, que en este caso es mayor a
la abertura última wf que se indica en las ecuaciones 2.14 y 2.22 para la ley bilineal y RH respectivamente.
Para el rango de pérdida de cohesión el cálculo εcnn se realiza como la diferencia entre la deformación
principal mayor y la deformación elástica máxima, es decir:
ε1 ≥ εf → εcnn = ε1 − εemax (3.156)







·H > wf (3.157)
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Caṕıtulo 4
Implementación del modelo en el
método de los elementos finitos
El modelo de fisura distribuida rotante desarrollado en esta tesis se implementó en el marco del método
de los elementos finitos, considerando un comportamiento no lineal asociado al material, un estado de
deformaciones infinitesimales y un conjunto de acciones externas estáticas. La modelación numérica emplea
tres herramientas de cómputo que se indican en la figura 4.1. En cada etapa de la modelación, se emplea
una de estas herramienta como se indica a continuación:
• Pre–proceso: Se realizó mediante el programa GiD en su respectiva interface, esta etapa se pre-
senta en profundidad en la sección 4.1. El pre–proceso se divide en los siguientes pasos:
• Establecer las condiciones del análisis: Se determina si el problema a estudiar es bajo condición
plana de esfuerzos o condición plana de deformaciones, e igualmente se establece si se presentan
deformaciones finitas o infinitesimales. Adicionalmente se define el algoritmo de cálculo para la
solución del desbalance entre las fuerzas internas y externas (rigidez inicial, secante, Newton–
Raphson, etc...).
• Determinación del elemento finito a utilizar: En este trabajo se decidió utilizar elementos fini-
tos triangulares lineales, los cuales poseen un solo punto de integración de Gauss. Lo anterior,
genera que el campo de los esfuerzos y de las deformaciones sea constante al interior del do-
minio del elemento, y por tal motivo, sean elementos finitos sencillos que conllevan un costo
computacional bajo. El uso de estos elementos es una ventaja si se discretiza la malla de ele-
mentos finitos de manera adecuada. Normalmente en las zonas donde se espera se concentre
la fisuración y por ende haya una alta concentración de deformaciones por fractura, se dispo-
ne de un mayor número de elementos finitos, mientras que en las zonas donde se espera un
comportamiento elástico, se dispone de un menor número de estos.
• Asignación de las propiedades mecánicas del material: A cada elemento finito se le asigna un
material constitutivo. Cada material se compone de un conjunto de propiedades constitutivas
que gobiernan su comportamiento en todo rango. En el caso del modelo de fisura distribuida
Figura 4.1: Etapas de modelación.
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rotante estas propiedades son: peso espećıfico γ, módulo de elasticidad de Young Ee, módulo
de Poisson ν, resistencia a la tensión ft, enerǵıa de fractura Gf , tipo de ley de ablandamiento,
y constantes de la curva de ablandamiento c1 y c2 en caso que la ley sea RH. En los problemas
de validación se emplean por separado las tres diferentes leyes de ablandamiento (bilineal,
exponencial y RH). Igualmente a todos los elementos finitos de la malla se les asigna el mismo
tipo de material, es decir, modelo de fisura distribuida rotante CONSCM1.
• Generación de la geometŕıa: Mediante las herramientas de dibujo tipo CAD que posee el pro-
grama GiD, se desarrolla la geometŕıa de los modelos a estudiar.
• Discretización de la geometŕıa: La geometŕıa generada se discretiza por medio de una malla
de elementos finitos. En este trabajo se emplearon elementos finitos tipo triangular lineal.
Es necesario que en las zonas donde se espera se concentren las deformaciones, y por ende
se desarrolle la fractura, se disponga un mayor número de elementos. Dado que la zona de
fisuración es una región finita, la cantidad de elementos dispuestos en esta zona es inversamente
proporcional al tamaño de los elementos, es decir, disponer mas elementos finitos significa
reducir el tamaño de los mismos. En consecuencia, la utilización de elementos triangulares
lineales permite que se simulen las zonas fisuradas con una mayor densidad de elementos
finitos, y las zonas elásticas con una menor densidad de elementos, manteniendo un costo
computacional bajo.
• Generación de conectividades de la malla: Este proceso consiste en la numeración de los nodos
y de los elementos finitos generados en el paso anterior. Permitiéndose aśı identificar los nodos
que constituyen a cada elemento, y las coordenadas espaciales en dos dimensiones de estos
nudos. Lo anterior básicamente significa la construcción de la malla.
• Imposición de las condiciones de borde: Consiste en aplicar las restricciones a los desplazamien-
tos en los nudos que se consideran apoyos, como también la imposición de los desplazamientos
y/o cargas (acciones) en los nudos respectivos. En este trabajo a todos los modelos estudiados
se les impuso desplazamientos, ya que es la condición que normalmente se presenta en labora-
torio, donde el método de ensayo consta de un actuador que se encarga de generar los ciclos de
desplazamiento en la estructura. Igualmente, imponer desplazamientos es una condición que
beneficia la estabilidad numérica en problemas donde la capacidad de carga decae mientras el
desplazamiento aumenta.
• Definición de los incrementos de acciones: Se establece el número de incrementos de desplaza-
miento y/o carga, y para cada uno de estos se determina: tamaño del incremento, tolerancia
de convergencia, y máximo número de iteraciones aplicadas dentro un mismo incremento, con
el fin de conseguir la convergencia del mismo. Si se supera dicho número el algoritmo procede
ha aplicar un corte del incremento, es decir, se reduce el tamaño del mismo a la mitad, y se
vuelve a buscar una solución.
Como resultado de la etapa de pre–proceso, se obtiene el archivo de salida de datos .DAT, el cual
contiene toda la información que se requiere para llevar acabo la etapa del proceso.
• Proceso: Etapa en la cual se toma el archivo .DAT y se analiza mediante el programa HYPLAS.
Este programa esta diseñado para el estudio de problemas no lineales de la mecánica de sólidos bajo
el marco de los elementos finitos. El programa permite analizar problemas en dos dimensiones bajo
condición plana de esfuerzos, condición plana de deformaciones o ejes axisimétricos, e igualmente
permite establecer una condición de deformación infinitesimal o finita.
1CONSCM por sus siglas en ingles CONcrete Smeared Crack Model
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HYPLAS es un programa desarrollado por de Souza Neto, Peri y Owen, 2008, y consiste en un
código abierto que permite introducir nuevos modelos constitutivos de manera sencilla, bajo la es-
tructura original del programa. En el caso de este trabajo, lo anterior implica introducir un nuevo
conjunto de algoritmos que se encargue de calcular los esfuerzos y la matriz constitutiva tangente
para cada punto de Gauss, teniendo como datos de entrada el campo de las deformaciones y las va-
riables de historia de dicho punto. El resto de los cálculos necesarios para encontrar un campo de los
desplazamientos que minimice las fuerzas residuales, y por ende se aproxime a un estado de equili-
brio, es un algoritmo común que el programa aplica sobre todos los modelos constitutivos que posee.
En resumen, la etapa del proceso consiste básicamente en convertir toda la teoŕıa tensorial analizada
en los caṕıtulos 2 y 3, en código de programación según la estructura del programa HYPLAS. En
la sección 4.2 se presenta esta etapa en detalle.
• Post–proceso: Esta etapa se realiza con el programa GiD o GMSH en la interface correspondiente.
Con estos programas se busca interpretar gráficamente los resultados obtenidos durante la etapa del
proceso, como lo son: esfuerzos, deformaciones, desplazamientos, reacciones y otros. Estos datos son
almacenados en el archivo .GID.RES. en el caso de GiD o .POS en el caso de GMSH. Los resultados
se agrupan en forma de tablas numéricas según los incrementos de acciones impuestos en la etapa
del pre–proceso, es decir, para cada incremento se calcula el valor de cada una de estas variables en
cada punto de Gauss o nodo. La función de GiD y GMSH es importar estos datos e interpretarlos
de manera gráfica, por medio de curvas en dos dimensiones, áreas coloreadas, lineas de contorno,
vectores, isosuperficies, rangos de contorno, entre otros.
4.1. Pre–proceso
El pre–proceso tiene como objetivo definir las caracteŕısticas geométricas y mecánicas del problema, in-
cluyendo la malla de elementos finitos, las propiedades del material, las acciones impuestas y los despla-
zamientos conocidos. Esta información se almacena en un archivo plano con extensión .DAT que puede
ser léıdo por el programa de cálculo durante la etapa del proceso.
En esta tesis, la etapa de pre–proceso de los problemas simulados se realizó con el programa GiD, el cual
como resultado final genera el archivo de entrada de datos para el programa HYPLAS. A continuación
se da una descripción detallada de cada uno de los pasos que conforman la etapa del pre–proceso:
a) Condiciones del análisis: Se establecen los valores enteros de las variables de control que determinan
las condiciones de análisis para el problema, y que se indican en el archivo .DAT, el formato de
dichas variables se presentan en la lista 4.1, y ha continuación se da una descripción de las mismas:
• El número que acompaña a la palabra clave ANALYSIS TYPE es la variable NTYPE, la cual
determina el tipo de problema bidimensional ha analizar. El valor de esta variable determina las
subrutinas que se deben utilizar en cada punto de Gauss para el cálculo de las deformaciones
principales, las direcciones principales de deformación, la matriz constitutiva tangente y los
esfuerzos internos. En caso que esta variable sea igual a 1 el problema es plano de esfuerzos,
en caso que sea 2 es plano de deformaciones, y en caso de ser 3 el problema es axisimétrico.
El programa desarrollado en esta tesis permite modelar problemas bajo condición plana de
esfuerzos NTYPE=1 y plana de deformaciones NTYPE=2.
• La palabra clave LARGE STRAIN FORMULATION esta acompañada de la palabra ON si el
problema es de grandes (finitas) deformaciones, y OFF si el problema es deformaciones infinite-
simales. En el primer caso la variable NLARGE internamente toma el valor de 1, mientras que
para el segundo caso toma el valor de 0. Según sea el valor que tome esta variable, el algoritmo
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Figura 4.2: Datos del problema – General – GiD.
de cálculo escoge que subrutinas se deben emplear para el cálculo de la matriz de operadores
diferenciales en cada punto de Gauss. Se debe recordar que en el caso de deformaciones infinite-
simales la relación entre los desplazamientos y las deformaciones siempre es lineal, sin importar
el comportamiento del material. Si las deformaciones son finitas, dicha relación no es lineal, y
el cálculo de la matriz de operadores diferenciales es función del rango en que se encuentre el
punto de estudio y de las variables de historia. Para este trabajo se estableció NLARGE=0, es
decir, condición de deformaciones infinitesimales.
• El número a continuación de la palabra clave SOLUTION ALGORITHM es la variable NALGO.
Esta variable establece el algoritmo de cálculo con que se buscará la solución no lineal del
estado de equilibrio entre las fuerzas internas y las acciones externas, es decir, será el algoritmo
que busque reducir la fuerza residual a valores cercanos a cero. Existen siete posibles algoritmos
de incremento fijo, lo cuales son:
• 1 → Método de rigidez inicial: es una modificación del Newton–Raphson estándar, donde
se mantiene la matriz de rigidez tangente calculada en la primera iteración del primer
incremento, durante todo el desarrollo del problema, es decir, permanece constante.
• 2→ Método de Newton-Raphson estándar: se actualiza la matriz constitutiva tangente en
cada iteración, y en consecuencia, el cálculo de la matriz de rigidez tangente del sólido se
actualiza en cada iteración de cada incremento de acciones.
• 3 → Método Newton-Raphson modificado KT1: el cálculo de la matriz de rigidez tangente
solamente se realiza en la primera iteración de cada incremento de acciones, y se considera
constante durante la solución del incremento.
• 4 → Método Newton-Raphson modificado KT2: el cálculo de la matriz de rigidez tangente
solamente se actualiza durante la primera y segunda iteración de cada incremento de
acciones.
• 5 → Método Newton secante rigidez inicial: durante todo el problema la matriz de rigidez
secante se calcula una única vez, al inicio de la primera iteración del primer incremento.
Por tal motivo, esta permanece constante durante el resto del problema.
• 6 → Método Newton secante modificado KT1: la matriz de rigidez secante se actualiza en
la primera iteración de cada incremento unicamente. En consecuencia, la matriz permanece
invariante durante la solución del incremento.
• 7 → Método Newton secante modificado KT2: el cálculo de la matriz de rigidez secante
solamente se actualiza durante la primera y segunda iteración de cada incremento de
acciones.
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Figura 4.3: Datos del problema – algoritmo solución – GiD.
Cualquiera de los algoritmos de cálculo anteriores pueden modificarse al considerar incrementos
de tamaño variable mediante el método de longitud de arco, para esto hay que anteceder el
valor entero por un signo negativo, por ejemplo, si NALGO toma el valor de −2, significa que
el método de solución es: Newton–Raphson estándar con longitud de arco. Para este trabajo
se estableció NALGO= 2, es decir, Newton Raphson estándar sin longitud de arco.
TITLE
Archivo de datos para HYPLAS generado por GiD
ANALYSIS TYPE 1 (NTYPE: 1=PLANE STRESS, 2=PLANE STRAIN, 3=AXISYMETRIC)
LARGE STRAIN FORMULATION OFF (OFF=NLARGE=0=SMALL STRAIN, ON=NLARGE=1=LARGE STRAIN)
SOLUTION ALGORITHM 2 (NALGO: 1=RIGIDEZ INICIAL , 2=NR ESTANDAR, 3=NR KT1 , . . . )
Lista 4.1: Condiciones del análisis .DAT.
Observación: 4.1 Para introducir la anterior información en el programa GiD, se debe especificar
el tipo de problema a analizar, en este caso es un problema tipo HYPLAS. Para esto se debe seguir
la siguiente ruta: datos→ tipo de problema→ HYPLAS.
Observación: 4.2 La información referente al tipo de análisis (NTYPE) y la condición de defor-
maciones (NLARGE) se introducen a GiD por esta ruta: datos→ datos del problema→ general. En
este punto se despliega un cuadro de diálogo como el mostrado en la figura 4.2, donde se escogen
los valores de las dos variables anteriores.
Observación: 4.3 El algoritmo de solución (NALGO) se indica en GiD por medio de la siguiente
ruta: datos → datos del problema → strategy. En este punto se despliega un cuadro de diálogo
como el mostrado en la figura 4.3, en donde se escoge: método de solución, tolerancia, número de
iteraciones para resolver un incremento, tamaño del incremento y número de estos mismos.
b) Elemento finito a emplear: En este punto se determina cuantos grupos de elementos finitos se van a
presentar en la malla. HYPLAS permite generar mallas conformadas por varios grupos de elementos
finitos, donde cada grupo posee un número de identificación, tipo de elemento finito y material
constitutivo. En la lista 4.2, se muestra el formato dentro del archivo .DAT de las dos siguientes
variables:
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• NGRUP: Indica el número de grupos de elementos finitos que posee la malla. Cada grupo se
caracteriza por tres valores enteros. El primero es el número de identificación del grupo, el
segundo es el orden de aparición en la tabla ELEMENT TYPES del tipo de elemento finito que
constituye al grupo, por ejemplo: triangular lineal, cuadrilateral, etc. El tercer valor es el orden
de aparición en la tabla MATERIALS del material constitutivo del grupo, el cual puede ser
CONSCM, PLASTIC, VM, OGDEN, etc. En este trabajo se presentan simulaciones con mallas
con dos grupos de elementos finitos, donde ambos se constituyen por elementos triangulares
lineales, pero el primer grupo posee un material de fisura distribuida rotante CONSCM, mientras
que el otro posee un material elástico ELASTIC, por tal NGRUP=2.
• NELTS: Número de tipos de elementos finitos a emplear en la malla. Este item se compone
de un alfanumérico que identifica el tipo de elemento finito, y un entero que indica el número
de puntos de integración de Gauss que posee ese elemento. En el caso de este trabajo el alfa-
numérico es TRI 3, que significa un elemento triangular lineal de tres nodos, el cual posee un
punto de integración de Gauss.
ELEMENT GROUPS 2 (NGRUP)
1 1 1 (GROUP ID ROW EF TYPE ROW MATERIAL ID)
2 1 2 (GROUP ID ROW EF TYPE ROW MATERIAL ID)
ELEMENT TYPES 1 (NELTS=1)
1 TRI 3 (ELEMENT ID NAME)
1 GP (NUMBER GAUSS POINTS)
Lista 4.2: Elemento finito a emplear.
c) Propiedades mecánicas del material: Se lista el número de materiales constitutivos que componen
el problema y las propiedades de cada uno de estos, como se indica en la lista 4.3:
• NMATS: Número de materiales constitutivos que conforman el problema. Cada material se
identifica con un número entero y un alfanumérico como por ejemplo CONSCM, VON MISES,
etc.
• Propiedades: Cada material constitutivo posee un conjunto de propiedades mecánicas parti-
culares, las cuales permiten describir el comportamiento de dicho material. En este trabajo se
emplean dos tipos de materiales, el modelo de fisura distribuida CONSCM y el material elástico
ELASTIC. Las propiedades mecánicas que describen el primer material son: peso espećıfico γ,
módulo de elasticidad de Young Ee, módulo de Poisson ν, resistencia a la tensión ft, enerǵıa
de fractura Gf , un entero que identifica la ley de ablandamiento ILEY, y las constantes de la
curva de ablandamiento c1 y c2 en caso que la ley sea RH. La descripción del material elástico
es mas sencilla, ya que solo requiere: peso espećıfico γ, módulo de elasticidad de Young Ee y
módulo de Poisson ν.
En este trabajo se implemento el modelo constitutivo de fisura distribuida rotante CONSCM, con-
siderando las tres leyes de ablandamiento explicadas en la sección 2.2, es decir, Reinhardt-Hordijk
(RH), exponencial y bilineal. En los ejemplos de validación se hizo uso de todas las anteriores, con
el fin de encontrar la simulación numérica que mejor representa los resultados experimentales de
otros autores.
Otra propiedad que se debe definir para modelar el material es el espesor del mismo, el cual posee
tres opciones: 1) uniforme, en donde todos los puntos de Gauss tendrán el mismo valor. 2) por
elemento finito, donde cada elemento podrá tener un espesor particular y 3) por punto de Gauss,
donde cada punto tendrá un espesor determinado. El espesor es una propiedad que tiene relevancia
si y solamente si, el problema es bajo condición plana de esfuerzos, y en este caso se emplea para
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Figura 4.4: Geometŕıa del modelo con superficies NURBS.
Figura 4.5: Discretización de la geometŕıa.
el cálculo de la integración numérica de la matriz constitutiva, y el cálculo de los esfuerzos en cada
punto de Gauss. En la condición plana de deformaciones el espesor no tiene ninguna función, porque
se supone que el espesor es la dimensión de mayor magnitud a lo largo de la cual el comportamiento
de cada sección trasversal es idéntico, por tal motivo, el programa bajo esta condición utiliza un
espesor unitario por omisión y descarta el dado por el usuario.
MATERIALS 2 (NMATS)




3 .7 (F ’ t MPA)
0 .13 ( Gf N/mm)
1 (ILEY 1=RH, 2=EXPONENCIAL, 3=BILINIEAL)
3 (C1−LEY RH)
6 .93 (C2−LEY RH)
2 ELASTIC (#ID , NOMBRE)
0 (PESO ESPECIFICO)
2 .48 e+06 0 .18 (EYOUNG MPA, POISSON)
THICKNESS UNIFORM (TIPO)
152 (ESPESOR)
Lista 4.3: Propiendades mecánicas del material.
d) Generación de geometŕıa: Con la interface de pre–proceso en GiD, se pueden dibujar geometŕıas
complejas a partir de la creación de puntos, lineas, polilineas, arcos, poĺıgonos, ćırculos, elipsoides
y otros. Luego de creada la geometŕıa, se construyen las superficies NURBS 2, que son contornos
cerrados dentro de los cuales se generan las mallas de elementos finitos, como se muestra en las
figuras 4.4 y 4.5.
e) Discretizar la geometŕıa: A cada superficie NURBS se le determina el tipo de elemento finito a em-
plear, en este caso son elementos triangulares lineales TRI 3. Posteriormente en cada superficie se
asigna una malla no estructurada, es decir, una malla que no sigue ningún patrón y donde se esta-
blece un tamaño promedio de los elementos. En las zonas donde se espera la fisuración se discretiza
de manera fina, es decir, se introducen bastantes elementos finitos de menor tamaño, en cambio,
en las zonas donde se espera un comportamiento elástico se dispone de pocos elementos finitos, los
cuales como consecuencia tendrán mayor tamaño, con esto, se optimiza el costo computacional de
la modelación. Lo anterior se muestra en la figura 4.5, donde se observa que en los alrededores de
2NURBS por sus siglas en ingles Non Uniform Rational B Splines
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la entalla se han dispuesto elementos finitos triangulares de tamaño 10 mm, ya que en este sector se
espera una alta concentración de las deformaciones. En las demás zonas se han dispuesto elementos
de tamaño 50 mm, ya que en estos sectores el comportamiento será elástico.
Observación: 4.4 La asignación de una malla no estructurada a una superficie NURBS en el programa
GiD, se realiza por medio de la siguiente ruta: malla→ no estructurada→ asignar tamaños a superficies.
Posteriormente se asigna un tamaño promedio para el elemento finito de la superficie.
f) Conectividades de la malla: Primero se enumeran los elementos finitos y los nodos de la malla,
luego para cada elemento se indica el orden en que aparece el tipo de elemento finito constitutivo
(TRI 3, QUAD 4, etc) en la tabla ELEMENTS TYPES, y posteriormente la lista de los nodos que
lo conforman siguiendo un sentido anti–horario. En este trabajo el número que especifica el tipo de
elemento finito siempre es la unidad, porque en todas las mallas generadas solo se utilizó un tipo de
elemento TRI 3.
Como último, se genera otra lista donde se establecen las coordenadas cartesianas o ciĺındricas en
dos dimensiones de cada uno de los nudos que conforman los elementos. En este trabajo se manejan
coordenadas cartesianas. Todo lo anterior genera el enmallado de la estructura, y su formato se
indica en la siguiente lista:
ELEMENTS 2250 (NELEM)
1 1 169 171 152
2 1 344 359 314
3 1 201 204 172
4 1 171 174 153
5 1 252 261 225
6 1 181 186 164
7 1 406 421 373
8 1 219 230 199









Lista 4.4: Conectividades de la malla.
g) Imposición de condiciones de borde: En los puntos o ĺıneas geométricas donde se ubican los apoyos,
se generan las restricciones al desplazamiento en el sentido horizontal (X) o vertical (Y), e igualmente
en los puntos en los que se imponen desplazamientos se establecen estos mismos en el sentido
correspondiente con el programa GiD, el cual se encarga de trasladar la información de los puntos o
ĺıneas, a los nudos de la malla de elementos finitos. En este trabajo las acciones externas tienen una
magnitud unitaria que luego se multiplica por el tamaño del incremento, con el fin que el máximo
desplazamiento impuesto este controlado por el número de incrementos y el porcentaje de avance
de los mismos.
Como se muestra en la lista 4.5, la variable NVFIX indica la cantidad de restricciones o imposiciones
presentes en la malla. La primera columna es el número de identificación de los nodos en los que
hay condiciones de borde, la segunda columna es el formato de imposición de desplazamientos que
consiste en; 10 imposición en la dirección X únicamente, 01 imposición en la dirección Y únicamente y
11 imposición en ambas direcciones. La tercera columna indica el valor del desplazamiento impuesto
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Figura 4.6: Datos del problema – imposición de condiciones de borde – GiD.
Figura 4.7: Datos del problema – imposición de cargas puntuales – GiD.
en el sentido X, y la cuarta columna representa el valor del desplazamiento impuesto en el sentido
Y. La quinta columna es el ángulo que existe entre los ejes locales y globales para la condición de
borde.
NODES WITH PRESCRIBED DISPLACEMENTS 3 (NVFIX)
1196 01 0.000000 0.000000 0 .0
117 11 0.000000 0.000000 0 .0
591 01 0.000000 −1.000000 0 .0
Lista 4.5: Condiciones de borde.
Observación: 4.5 La imposición de desplazamientos en los puntos geométricos se realiza en GiD por
medio de la siguiente ruta: datos → condiciones → point–constrains. En dicho momento se despliega
un cuadro de diálogo como el de la figura 4.6. En donde en las pestañas superiores se puede escoger
si la imposición se realiza sobre puntos, ĺıneas, superficies o volúmenes. En el caso de imposición sobre
puntos, se especifica el valor del desplazamiento en la dirección que corresponda y se selecciona asignar.
h) Imposición de cargas: En este trabajo no se imponen cargas externas, ya que todas las simulaciones
se manejan mediante imposición de desplazamientos. HYPLAS permite imponer cualquiera de
las dos anteriores por separado o en conjunto, por tal motivo, a continuación se hace una breve
descripción de como debe ser la entrada de datos para imponer cargas. Existen tres posibilidades
para imponer cargas en el modelo: cargas en nodos, cargas gravitacionales y cargas de borde. El
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programa permite utilizar una o mas de estas posibilidades simultáneamente como lo muestra la
siguiente lista:
LOADINGS POINT
POINT LOADS 3 (NLOADE)
3 7 .5 −8.1
12 4 .6 0 .0





EDGE LOADS 2 (NLOADE)
22 2 31 37 10 .1 15 .3
40 2 37 80 15 .3 9 .8
Lista 4.6: Cargas externas aplicadas.
• Cargas en nodos: Debe estar la palabra clave POINT y en el renglón siguiente debe aparecer
POINT LOADS, precedida de la cantidad de nodos en que se imponen cargas (NLOADE). En
esta opción la primera columna son los nodos con cargas, mientras que la segunda columna es
el valor de dicha carga en sentido X y la tercera columna el valor en sentido Y.
• Cargas gravitacionales: Se requiere de la palabra clave GRAVITY y a renglón seguido debe
aparecer GRAVITY LOADS. Se debe dar el ángulo que forma el eje Y global del problema con
la dirección en que actúa la gravedad (por lo general coinciden y el ángulo resulta cero) y el
valor de la fuerza gravitacional por unidad de masa.
• Cargas de borde: Debe aparecer la palabra clave EDGE, y en el siguiente renglón la palabra
EDGE LOADS precedida de la cantidad de lados de elementos sobre los cuales hay carga externa
aplicada (NLOADE). Como se muestra en la lista 4.6, la primera columna son los elementos
que poseen uno o mas de sus lados con cargas de borde, la segunda columna es la cantidad
de nodos en los lados con carga. Las subsiguientes columnas son los números de identificación
de los nodos de los lados cargados y las respectivas cargas de borde. Las cargas pueden ser
normales o tangenciales al lado cargado.
En las simulaciones realizadas en esta tesis no se impusieron cargas, sino desplazamientos. Esto
genera mayor estabilidad numérica en problemas donde la capacidad de carga decae en la medida
que los desplazamientos aumentan.
Observación: 4.6 La imposición de cargas en puntos geométricos se realiza en GiD por la siguiente
ruta: datos→ condiciones→ point–loads. Posteriormente se despliega un cuadro de diálogo como el de
la figura 4.7. En donde en las pestañas superiores se puede escoger si las cargas son sobre puntos, bordes
o superficies. En caso de imposición sobre puntos, se especifica el valor de la fuerza, la dirección y se
selecciona asignar.
i) Incrementos: El problema no lineal se debe dividir en pequeños incrementos de desplazamiento o
de cargas impuestas. Primero se debe especificar el número de paquetes de incrementos NPAQ, o el
número de incrementos NINCR. Los datos subsiguientes dependen de si el algoritmo de cálculo para
la solución del desbalance de las fuerzas internas y externas NALGO, incluye o no longitud de arco.
• Cuando no se incluye longitud de arco, es decir NALGO > 0, los incrementos se definen por
paquetes y el número de estos es el que aparece inmediatamente después de la palabra INCRE-
MENTS, y se llama NPAQ. De cada paquete se debe detallar individualmente lo siguiente: la
primera columna es el numero de incrementos que componen el paquete, la segunda columna es
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el tamaño del incremento, es decir, el porcentaje de avance en la aplicación del desplazamiento
o de la carga externa en dicho incremento. Por ejemplo, si ese número es 0.01 quiere decir
que en dicho incremento se aplicará a la estructura una carga o desplazamiento 0.01 veces el
valor prescrito. La tercera columna es el porcentaje de tolerancia del incremento, es decir, la
máxima diferencia porcentual que puede existir entre las fuerzas externas e internas para que se
considere que el incremento encontró un campo de desplazamientos cercano a una condición de
equilibrio, estableciendo la convergencia de la solución en ese incremento de acciones. En caso
que no se cumpla con la tolerancia el programa debe buscar otro campo de desplazamientos
mediante una nueva iteración. La cuarta columna contiene el máximo número de iteraciones
que se permiten ejecutar para tratar de resolver un incremento, en caso de superarse este valor,
el programa genera una reducción del tamaño del incremento a la mitad y busca una nueva
solución.
Las columnas cinco a nueve se utilizan para indicar que datos se deben imprimir en el archivo
de salida .RES. En caso que la columna tenga un 1 significa que el dato se imprime, en caso de
tener un 0 no se imprime. La columna cinco define la impresión de los desplazamientos nodales,
la seis las fuerzas de reacción, la siete los esfuerzos en puntos de Gauss, la ocho los esfuerzos
en nodos y la nueve si se escribe un archivo de reinicio. Lo anterior se indica en la siguiente lista:
INCREMENTS 2 (NPAQ)
9 0.007900 0 .10 5 1 1 0 1 0
1409 0.000079 0 .12 5 0 1 1 0 0
Lista 4.7: Incrementos fijos sin longitud de arco.
• Si se incluye longitud de arco, es decir NALGO < 0, entonces todos los incrementos comparten
las mismas caracteŕısticas. En este caso el número inmediatamente después de la palabra IN-
CREMENTS se llama NINCR y representa el numero de iguales incrementos en que se divide el
problema. El formato de datos de los incrementos presenta once columnas, pero las primeras
ocho funcionan de igual manera que las columnas dos al nueve del caso cuando no hay longitud
de arco. La columna nueve indica el número de iteraciones en que el usuario desea se resuelva
el incremento, la columna diez contiene el máximo factor de carga al cual el programa debe
detenerse, y la columna once posee el radio en el cual el método de longitud de arco debe
buscar la siguiente solución. Lo anterior se presenta en la siguiente lista:
INCREMENTS 1500 (NINCR)
0.007900 0 .10 5 1 1 0 1 0 3 1 .5 1 .2
Lista 4.8: Incrementos con longitud de arco.
j) Curvas: En este item se generan curvas bidimensionales que buscan mostrar los resultados del análi-
sis. Las acciones a graficar son: desplazamientos, deformaciones, fuerzas en los nudos y esfuerzos en
los elementos finitos. Estos resultados se pueden dar en nodos o en puntos de Gauss y su nomen-
clatura consiste en 6 d́ıgitos, que siguen el formato presentado en la tabla 4.1. La estructura de los
datos de entrada de dichas curvas es:
CURVES 4 (NCURVE)
158 2 591 3 0 0
182 3 603 4 0 0
200 2 537 9 1 3
442 7 537 5 3 3
Lista 4.9: Curvas bidimensionales.
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Desplazamiento X – en nodo 1
Desplazamiento Y – en nodo 2
Fuerza en X – en nodo 3
Fuerza en Y – en nodo 4
Esfuerzo normal XX – en punto de Gauss 11
Esfuerzo normal YY – en punto de Gauss 12
Esfuerzo cortante XY – en punto de Gauss 13
Deformación longitudinal XX – en punto de Gauss 14
Deformación longitudinal YY – en punto de Gauss 15
Deformación angular XY – en punto de Gauss 16
Tabla 4.1: Nomenclatura de variables para graficas curvas.
• Primer d́ıgito: Nudo o elemento cuya variable será presentada en la abscisa (X).
• Segundo d́ıgito: Variable presentada en la abscisa de la gráfica.
• Tercer d́ıgito: Nudo o elemento cuya variable será presentada en la ordenada (Y).
• Cuarto d́ıgito: Variable presentada en la ordenada de la gráfica.
• Quinto d́ıgito: Punto de Gauss del elemento en donde se graficará la variable en la abscisa. En
caso que la variable esté dada sobre nodos este d́ıgito debe ser cero.
• Sexto d́ıgito: Punto de Gauss del elemento en donde se graficará la variable en la ordenada. En
caso que la variable esté dada sobre nodos este d́ıgito debe ser cero.
k) Archivo de salida: El programa permite tres tipos de archivos de salida, según sea el valor de la
variable NOUTF, como se indica en la siguiente lista:
OUTPUT 4 (NOUTF)
Lista 4.10: Archivo de salida de datos.
• NOUTF=1: El programa imprime el archivo de salida que por defecto trae el programa HY-
PLAS, es decir el .RES.
• NOUTF=2 ó 3: El archivo de salida será el correspondiente para realizar un post–proceso en el
programa GiD, es decir el .GID.RES.
• NOUTF=4: Se genera un archivo de salida .POS para realizar la etapa del post–proceso con el
programa GMSH.
4.2. Proceso
En esta etapa se realiza el análisis del modelo estructural a partir del archivo de datos .DAT que se generó
en la etapa del pre–proceso, para el modelo constitutivo de fisura distribuida rotante. La simulación se
lleva a cabo con el programa HYPLAS, el cual es un software a código abierto para el análisis de proble-
mas no lineales bajo el marco de los elementos finitos. Lo anterior permite programar cualquier tipo de
modelo constitutivo, o introducir un tipo particular de elemento finito en el software, siempre y cuando
se respete la modulación del mismo.
El programa HYPLAS esta construido para resolver problemas bidimensionales exclusivamente, bajo
condición plana de esfuerzos, condición plana de deformaciones o ejes axisimétricos. Todo lo anterior con-
siderando un estado de deformaciones infinitesimales o un estado de deformaciones finitas. Este programa
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fue desarrollado en la Universidad de Swansea por de Souza Neto et al., 2008, esta escrito en lenguaje For-
tran 77 y se descargar gratis de este link: http://www.wiley.com/legacy/wileychi/desouzaneto/files.html
El programa tiene un conjunto de algoritmos de solución de problemas no lineales con el uso de
elementos finitos, que son comunes para todos los modelos constitutivos. HYPLAS posee una
organización en dos tipos de niveles, el nivel del elemento y el nivel del material, en el primero se per-
mite adicionar nuevos tipos de elementos finitos, y en el segundo nivel se permite incluir nuevos modelos
constitutivos. Dentro del nivel de los elementos, se calculan las deformaciones en cada punto de Gauss
según el campo de los desplazamientos nodales, teniendo en cuenta un estado de deformaciones finitas o
infinitesimales. En el nivel del material se toman estas deformaciones y según sea el modelo constitutivo




, los esfuerzos {σ} y las variables de estado
en cada punto de Gauss. Posteriormente, el algoritmo común a todos los modelos constitutivos toma los
resultados obtenidos de los esfuerzos y de la matriz constitutiva tangente en el punto de estudio, para
calcular las fuerzas internas y la matriz de rigidez respectiva. Con el resultado de las fuerzas internas y
la matriz de rigidez, el algoritmo se encarga de ensamblar estos elementos dentro del vector global de
fuerzas y dentro de la matriz global de rigidez. 3
El programa se divide en las siguientes tres componentes: i) iniciación y organización de datos, ii)
análisis incremental del problema no lineal, y iii) impresión de resultados. En las siguientes secciones se
comentan cada uno de estas.
4.2.1. Iniciación y organización
En esta etapa el programa primero se encarga de crear los archivos donde se almacenaran los resultados
para el post–proceso, e imprime los encabezados de pantalla en estos mismos, lo anterior lo realiza mediante
la subrutina FOPEN. Dentro de los archivos que se generan están:
• .RES: Archivo que contiene todos los resultados de las acciones solicitadas por el usuario en la tabla
de incrementos, los cuales se solicitan por medio del formato de 1 y 0 (sección 4.1). Este archivo se
construye solamente si la variable NOUTF tiene el valor de 1.
• .GID.MSH: Es el archivo que contiene la tabla de conectividades y de coordenadas nodales de la
malla de elementos finitos, que posteriormente es léıda por GiD en el post-proceso. Este archivo se
genera solamente si la variable NOUTF tiene el valor de 2 o 3.
• .GID.RES: Archivo que contiene todos los resultados del análisis de la etapa del proceso, bajo el
formato necesario para que el programa GiD en su interface de post–proceso pueda leerlos, y generar
resultados gráficos. Este archivo se genera solamente si la variable NOUTF tiene el valor de 2 o 3.
• .POS: En este archivo se almacenan los resultados de las cantidades cinemáticas de interés en cada
incremento de acciones, para ser empleados en el post–proceso del programa GMSH. Se construye
este archivo únicamente cuando la variable NOUTF toma el valor de 4.
• .POS.OPT: Este archivo almacena un conjunto de comandos necesarios para la ejecución del post–
proceso en el programa GMSH. Este archivo se genera cuando la variable NOUTF toma el valor de
cuatro 4.
• .CUR01, .CUR02, etc: Son NCURVE archivos que almacenan los resultados solicitados por el usuario
en la tabla de curvas, los cuales representan gráficas bidimensionales.
3HYPLAS emplea el método frontal de Irons para ensamblar la matriz de rigidez global de la estructura, el cual es un
procedimiento donde se obtiene un vector con una organización tal, que reemplaza la matriz de rigidez convencional, lo que
genera un ahorro computacional importante.
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Figura 4.8: Iniciación y organización (de Souza Neto, Peri & Owen, 2008)
El paso siguiente es leer y organizar los datos de entrada del problema, para esto, primero se debe
determinar si estos datos son los correspondientes a un archivo de reinicio, o en su defecto son los corres-
pondientes a un nuevo problema. En el primer caso los datos de entrada se obtienen de un archivo con
extensión .RES, y en el segundo caso de un archivo con extensión .DAT.
Para este trabajo los datos de entrada se obtienen de un archivo .DAT, y en consecuencia las subru-
tinas INDATA, INLOAD e ININCR son las encargadas de leer los datos de este archivo. Estas subrutinas
básicamente son algoritmos que buscan palabras claves que están en el archivo .DAT, como por ejemplo,
ELEMENT TYPES, MATERIALS, INCREMENTS, etc. Y luego de encontradas leen los datos anexos y los
organizan en los arreglos correspondientes:
• INDATA: Subrutina que se encarga de leer los datos correspondientes al tipo de análisis, algoritmo de
solución, tipo de deformaciones, grupos y tipos de elementos finitos, propiedades de los materiales,
ley de ablandamiento, espesor, geometŕıa y conectividades de la malla, nodos con desplazamiento
prescrito y curvas bidimensionales.
• INLOAD: Subrutina que lee las cargas externas contenidas en la tabla LOADINGS y construye el
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• INITIA: Subrutina que inicializa en ceros los arreglos de carácter global donde se almacenara variables
como esfuerzos, deformaciones, desplazamientos, fuerzas internas, y demás.
• ININCR: Subrutina que lee la tabla INCREMENTS, donde se indican los incrementos en los que se
subdivide el problema no lineal. De cada incremento se almacena el tamaño, la tolerancia de con-
vergencia, el número de iteraciones máximas y la impresión de resultados de salida.
Las subrutinas mencionadas anteriormente, organizan y almacenan los datos del archivo .DAT en arreglos
de carácter global, que se encuentra definidos en los bloques comunes de las bases de datos GLBDBA-
SE.INC y JCTDBASE.INC, a las cuales se pueden acceder desde cualquier lugar del programa mediante su
invocación: INCLUDE’../GLBDBASE.INC’ o INCLUDE’../JCTDBASE.INC’. De esta forma se puede acceder o
modificar cantidades como deformaciones, fuerzas, esfuerzos y demás, desde cualquier parte del programa.
Los anteriores pasos se resumen en el diagrama de flujo de la figura 4.8. Con esto el programa esta
listo para iniciar el análisis del problema, el cual se presenta en la siguiente sección.
4.2.2. Análisis incremental
El análisis incremental es el corazón del proceso de modelación numérica no lineal. Este consiste en
dividir las acciones externas totales que se aplican sobre la estructura, en un conjunto de incrementos de
carga y/o desplazamiento, los cuales se aplican consecutivamente, y cuya suma es equivalente al efecto de
la aplicación de la totalidad de las acciones externas. El objetivo dentro de cada incremento es encontrar
un campo de los desplazamientos que aproxime la configuración deformada a un estado de equilibrio, es
decir, donde la diferencia entre las fuerzas externas e internas tienda a cero. Al interior de cada incremento
existe un conjunto de iteraciones con las cuales se busca llegar al equilibrio mencionado. En caso que se
agoten las iteraciones y el incremento no se resuelva, se procede a reducir el tamaño del incremento con
el fin de generar uno nuevo.
Emplear un análisis incremental se hace necesario debido a la no linealidad que ocurre en el material,
lo cual genera que el campo tensorial de los esfuerzos σ, sea función del campo de deformaciones ε, y de
la historia de deformación a la cual se ha sometido el material. Esto último se agrupa en lo que se conoce
como variables de historia α.
σ = f (α, ε)→ σ = Etan (α, ε) : ε (4.1)
El análisis incremental de un problema no lineal, divide el dominio del pseudo–tiempo en pequeños
sub–dominios llamados incrementos. Esto tiene como objetivo tener un conjunto de incrementos donde el
problema tenga un carácter lineal. En otras palabras, todo problema no lineal, se puede solucionar como
la suma de varios sub–problemas lineales (incrementos).
La ecuación 4.1 plantea una relación continua en el tiempo entre el esfuerzo y la deformación, sin
embargo, el análisis a emplear es incremental, lo que implica que se debe reescribir dicha relación en
términos incrementales. Para el incremento n+ 1 se tiene:
σn+1 = f (αn+1, εn+1)→ σn+1 = En+1 (αn, εn+1) : εn+1 (4.2)
Estableciendo el campo de los esfuerzos y de las deformaciones, como matrices columna {σ} y {ε},
se puede decir que: el campo de deformaciones {ε}n+1 en el incremento n+ 1, es función únicamente del
campo de desplazamientos nodales en dicho incremento {a}n+1, debido a que se considera un estado de
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deformaciones infinitesimales, y por ende, se da una linealidad entre las deformaciones y los desplazamien-
tos para todo punto de estudio, sin importar el estado en que se encuentre el material. Dicha linealidad
en el marco de los elementos finitos es la siguiente:
{ε}n+1 = [B]· {a}n+1 (4.3)
Donde [B] es la matriz de operadores diferenciales evaluada en el punto material de estudio. La es-
tructura de esta matriz es independiente del rango en que se encuentre el material, es decir, la forma
de calcular esta matriz es igual en el rango elástico o fisurado. Lo anterior, genera la linealidad entre
las deformaciones y los desplazamientos para un estado de deformaciones infinitesimales. Las matrices
columna {ε}n+1 y {a}n+1 representan el campo de deformaciones y de desplazamientos de prueba (trial)
respectivamente, con estos se busca dar solución al incremento de acciones en cuestión. Los anteriores
campos serán la solución de dicho incremento si aproximan la configuración deformada a un estado de
equilibrio, donde la magnitud de las fuerzas residuales es cercana a cero. En caso de no ocurrir, estos
campos serán una nueva aproximación para la estimación de nuevos campos de pruebas.
La historia de deformación {α}n+1 es función del campo de desplazamientos en ese incremento {a}n+1,
como también de todos los campos de desplazamiento anteriores. Para agrupar el efecto de estos últimos
se emplea la variable de historia {α}n, donde se condensa toda la información correspondiente a los n






Revisando la ecuación 4.4, se observa que las variables de historia para el incremento n+1 son función
únicamente del campo de desplazamientos en dicho incremento, ya que el valor de las variables de historia
del incremento anterior n, debe ser un dato de entrada conocido, debido a que dicho incremento ya tuvo
solución, es decir, para el incremento n+1 el valor de {α}n es un dato de entrada, por lo que la expresión






Al ser las deformaciones {ε}n+1 y las variables de historia {α}n+1 funciones únicamente del campo
de desplazamientos {a}n+1, se llega a la conclusión que dentro del incremento n+1, el problema posee
un carácter lineal, ya que, el tensor constitutivo para este incremento expresado en la ecuación 4.6,









Con lo anterior, se demuestra la importancia de discretizar en el pseudo–tiempo el problema, ya que
de esta manera se obtienen incrementos (divisiones del problema), en los cuales la relación esfuer-
zo deformación toma un carácter lineal. Esto permite calcular los tensores constitutivos tangentes
a partir de cantidades conocidas, como lo son: las variables de historia del incremento inmediatamente
anterior, y las deformaciones propias del incremento de estudio, las cuales se obtienen de manera lineal
a partir del campo de los desplazamientos que se presenta en el mismo incremento, el cual es un dato de
entrada.
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Figura 4.9: Análisis incremental (de Souza Neto, Peri & Owen, 2008)
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En la figura 4.9 se indica el diagrama de flujo que sigue el programa HYPLAS para resolver un
incremento de acciones en particular, en el caso que los incrementos sean fijos, es decir, todas sus carac-
teŕısticas han sido dadas por el usuario en la tabla INCREMENTS. En el caso que el algoritmo de cálculo
de la no linealidad (por ejemplo Newton–Rapshon) este acompañado del método de longitud de arco, el
diagrama de flujo tiene un pequeño cambio al final. En el diagrama de la figura 4.9 se observa que existe
un ciclo sobre los incrementos, dentro del cual hay un ciclo anidado sobre las iteraciones, en donde están
las siguientes subrutinas:
• SWITCH: Subrutina que se encuentra fuera del ciclo de iteraciones, y que se encarga de actualizar
las variables de estado como deformaciones, esfuerzos, fuerzas externas y coordenadas (en caso de
deformaciones finitas), según sea el valor de la variable MODE.
• MODE = 1: Ocurre cuando hay convergencia y se da solución al incremento. Los valores de las
variables internas con que se logró dicha convergencia, son asignados a las variables de estado.
• MODE = 2: Esta situación se presenta cuando se inicia el análisis de un nuevo incremento. Los
valores que se asignan a las variables internas para el inicio del nuevo incremento, son aquellos
que están almacenados en las variables de estado, y que son los valores que permitieron la
convergencia del incremento inmediatamente anterior.
• MODE = 3: Situación en que se agotan las iteraciones sin lograr convergencia y se debe proceder
a un corte del incremento, es decir, el tamaño de este se reduce a la mitad. En este caso las
variables internas toman los valores que permitieron la convergencia del incremento anterior.
En esta parte del código la variable MODE toma el valor de 1, es decir, en el incremento anterior
se encontró solución y por ende se actualiza el valor de las variables de estado, con aquellas que
permitieron la convergencia.
• INCREM: Subrutina que se encuentra fuera del ciclo de las iteraciones. Su función es calcular el
incremento en las cargas externas y en los desplazamientos prescritos, que se aplican a la estructura
en el incremento de estudio.
• FRONT: Es la subrutina de mayor extensión en el programa, se encuentra contenida en el ciclo de
las iteraciones y posee en su interior varios subrutinas anidadas. Su función es calcular el vector de
rigidez global de la estructura para cada incremento de acciones {GSTIF}, por medio del método
frontal de Irons, 1969, de alĺı su nombre. Para esto se recorren todos los elementos finitos de la malla,
y en cada punto de Gauss se encuentra la matriz constitutiva tangente, por tal razón, es dentro de
esta subrutina donde se debe introducir la parte del modelo constitutivo que calcula
dicha matriz (sección 3.7). Conociendo la matriz constitutiva tangente en cada punto de Gauss,
se procede a ensamblar estas matrices en la matriz del elemento, para posteriormente encontrar la
matriz de rigidez del elemento finito mediante integración numérica. Obteniéndose lo anterior, se
transforma la matriz de rigidez del sistema local al global, para que luego la subtutina FRONT la
ensamble en la matriz de rigidez global de la estructura. Debido al método frontal empleado en esta
subrutina, el resultado no es una matriz, sino un vector de rigidez {GSTIF}.
• UPCONF: Subrutina que se encuentra en el ciclo de las iteraciones, y cuya función es actualizar el
campo de los desplazamientos. Lo anterior consiste en tomar los desplazamientos que dieron solución
al incremento anterior {a}n, y sumarles un delta de desplazamientos {∆a}n+1, con lo que se obtiene
un nuevo campo:
{a}n+1 = {a}n + {∆a}n+1
• SWITCH: Subrutina ya descrita. En esta etapa del diagrama de flujo la variable MODE toma el valor
de 2, ya que corresponde al inicio de un nuevo incremento, y por tal, las variables internas toman los
valores que almacenan las variables de estado, que corresponden a aquellos valores que permitieron
la convergencia en el incremento anterior.
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• INTFOR: El propósito de esta subrutina es encontrar el vector de las fuerzas internas en cada
elemento finito de la malla, y almacenar este en las columnas de la matriz [ELOAD]. Esta subrutina
se encuentra dentro del ciclo de iteraciones y posee varias subrutinas anidadas. Para el cálculo de
las fuerzas internas se recorren todos los elementos finitos de malla, y en cada punto de Gauss se
encuentra el valor de los esfuerzos según el modelo constitutivo que aplique, por tal razón, es en
esta parte del código donde se debe introducir los algoritmos del modelo constitutivo
que calculan los esfuerzos (sección 3.4.1 y 3.4.2). Conocidos dichos esfuerzos, la subrutina IFSTD2
que se encuentra anidada dentro de INTFOR, se encarga de realizar el cálculo de las fuerzas internas
mediante integración numérica, para luego almacenar estas fuerzas en las columnas del arreglo
[ELOAD].





, y el vector global de fuerzas externas {TOFOR} o {fext}. Para lo primero se emplea el
arreglo [ELOAD] que contiene en sus columnas las fuerzas internas en cada elemento finito, mientras
que para lo segundo se emplea el arreglo [RLOAD], que se construye en base a la tabla LOADINGS
ingresada por el usuario. Conociendo los vectores globales de fuerzas internas y externas, se calcula




, y se evalúa el criterio de
convergencia para la iteración actual. Dicho criterio consiste en encontrar la norma del vector de
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(4.7)
El cociente entre la norma de las fuerzas residuales y la norma de las fuerzas externas, debe ser
menor al porcentaje de tolerancia dada por el usuario en la tabla INCREMENTS, para considerar que
la iteración converge. En caso contrario, se considera que la iteración no converge, y en consecuencia
es necesario iniciar una nueva iteración con el fin de encontrar solución al incremento.




≤ porcentaje de tolerancia→ iteración converge.
> porcentaje de tolerancia→ iteración no converge.
(4.8)
4.2.3. Impresión de resultados
Luego de que se haya encontrado el campo de desplazamientos nodales que cumple con las condiciones
de convergencia para cierto incremento (ecuación 4.8), se procede ha imprimir las variables de estado con
que se logró dicha convergencia en los archivos de resultados .RES, .GID.RES y .POS. En caso que los
datos de este incremento vayan a ser el punto de partida para otro problema, se genera un archivo binario
que escribe el valor de todas las variables de estado en dicho incremento.
En las siguientes secciones se indica las subrutinas que imprimen los archivos de salida, y se indican
las caracteŕısticas de estos.
4.2.3.1. Impresión de salida para .RES
Luego que se consigue la convergencia del incremento, la subrutina OUTPUT tiene como función imprimir
el valor de las variables de estado como esfuerzos, desplazamientos, deformaciones, fuerzas y otras, dentro
del archivo .RES
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Al final de esta sección se presenta un resumen del archivo de salida .RES, donde se observa que este
archivo inicia dando un resumen de los datos de entrada suministrados en la etapa del pre–proceso, dentro
de estos datos se encuentra: a) el tipo de problema bidimiensional, es decir, condición plana de esfuerzos,
plana de deformaciones o ejes axisimétricos, b) estado de deformaciones infinitesimales o finitas, c) algo-
ritmo de cálculo para resolver el problema no lineal, d) grupos de elementos finitos, e) tipos de elementos
finitos constitutivos de cada grupo, f) materiales y sus respectivas propiedades mecánicas, g) topoloǵıa de
la malla, es decir, conectividades, coordenadas de nudos, y nomenclatura de nodos que componen cada
elemento finito, h) espesor del material, i) nudos con desplazamiento preescrito por el usuario, j) nudos
con cargas externas, k) número y tipo de incrementos.
Posteriormente en el archivo .RES se presentan los resultados que toman las variables de estado para
conseguir la convergencia en cada uno de los incrementos en que se divide el problema. Para cada uno
de estos se presentan los desplazamientos nodales y las reacciones en aquellos nudos donde el usuario
estableció algún tipo de restricción. Igualmente se muestra los esfuerzos en plano de estudio, el esfuerzo
efectivo, el ángulo que forma este último con la horizontal y el valor de la deformación de fisuración, para
cada punto de Gauss, y para cada nodo. Lo anterior se presenta en el resumen al final de la sección.
Igualmente, para cada incremento se indica el número de iteraciones que se realizaron, con el fin de
encontrar el campo de los desplazamientos que cumple con la condición 4.8. Para cada iteración se indica
el valor que toma el cociente entre la norma de las fuerzas residuales y la norma de las fuerzas externas,







, e igualmente se indica la máxima diferencia absoluta que se presenta en cierto grado
de libertad entre la fuerza interna y externa respectiva.
H Y P L A S ANALYSIS RESULTS
=================================
| |
| Program compiled with the dimens ioning parameters |
| |
| | |
| Maximum number o f e lements (MELEM) | 3712 |
| Maximum frontwidth al lowed in s o l u t i o n (MFRON) | 1500 |
| Maximum number o f element groups (MGRUP) | 2 |
| Maximum number o f load increments (MINCS) | 1500 |
| Maximum number o f nodal p o i n t s (MPOIN) | 1962 |
| S i z e o f increment c u t t i n g stack array (MSUBIN) | 20 |
| Max. number o f nodes with p r e s c r . d i s p l . (MVFIV) | 5 |
| | |
Data f i l e name :
===============
PETBL.DAT
T i t l e :
======
Archivo de datos para HYPLAS generado por GiD
Analys i s d e s c r i p t i o n :
=====================
Analys i s type . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . = 1
1 = Plane s t r e s s
2 = Plane s t r a i n
3 = Axisymmetric
Large deformation f l a g . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . = OFF
Nonl inear s o l u t i o n a lgor i thm . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . = 2
Negative f o r the arc l ength method
1 = I n i t i a l s t i f f n e s s method
2 = Newton−Raphson t a n g e n t i a l s t i f f n e s s method
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3 = Modif ied Newton KT1
4 = Modif ied Newton KT2
5 = Secant Newton − I n i t i a l s t i f f n e s s
6 = Secant Newton − KT1
7 = Secant Newton − KT2
Element Groups : Number o f element groups = 1
===============
Group Element type Mater ia l type
1 1 1
Element types : Number o f element types = 1
==============
Element type number 1
−−−−−−−−−−−−−−−−−−−
TRI 3 ( standard 3−noded q u a d r i l a t e r a l )
with 1 gauss po int
Mater ia l p r o p e r t i e s : Number o f m a t e r i a l s = 1
====================
Mater ia l type number 1
−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−
CONCRETO FISURA DISTRIBUIDA
Mass dens i ty . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . = 0.00000
Young ’ s modulus . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . = 30000.0
Poisson ’ s r a t i o . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . = 0.200000
FC . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . = 47.1000
FT . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . = 3.33000
C1 adi . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . = 3.00000
C2 adi . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . = 6.93000
DMAX . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . = 0.160000
GTT . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . = 0.124000
Element c o n n e c t i v i t i e s : Number o f e lements = 946
=======================
Elem . Group Node numbers
1 1 16 10 18
2 1 61 66 63
3 1 36 32 30






Thickness d i s t r i b u t i o n ( i n i t i a l t h i c k n e s s f o r l a r g e s t r a i n s )
============================================================
Uniform t h i c k n e s s = 50.0000
Pre sc r ibed d i sp lacements : Number o f nodes with p r e s c r i b e d disp lacement = 3
=========================
Node Code Presc r ibed va lues Angle
1 11 0.00000 0.00000 0.00000
296 1 0.00000 −1.00000 0.00000
536 1 0.00000 0.00000 0.00000
No Master/ Slave nodal c o n s t r a i n t s s p e c i f i e d
===========================================
Maximum frontwidth encountered = 180
Loading s p e c i f i c a t i o n ( other than p r e s c r i b e d d i sp lacements )
===========================================================
I f any o f the f l a g s below i s s e t to 1 , then
the corre spond ing type o f l oad ing i s app l i ed
to the s t r u c t u r e .
Point l oad ing f l a g . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . = 0
Gravity load ing f l a g . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . = 0
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D i s t r i b u t e d edge load ing f l a g . . . . . . . . . . . . . . . . = 0
Increment c o n t r o l with f i x e d load increments s e l e c t e d
=====================================================
Number o f p r o p o r t i o n a l load increments = 1418
Converged s o l u t i o n at i t e r a t i o n number = 3
INCREMENT NUMBER 296
=====================
Total load f a c t o r . . . . . . . . . . . . . . . = 0.331725
Incrementa l load f a c t o r . . . . . . . . . = 0.785000E−03
Convergence t o l e r e n c e . . . . . . . . . . . = 1.00000
Max. No . o f i t e r a t i o n s . . . . . . . . . . = 15
Output c o n t r o l f l a g s f o r r e s u l t s
( 0 − No , 1 − Yes )
Displacements . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . = 1
React ions . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . = 1
State v a r i a b l e s at gauss po i n t s . . . . = 1
State v a r i a b l e s at nodes . . . . . . . . . . . = 1
Output to re−s t a r t f i l e . . . . . . . . . . . . = 0
INCREMENT NUMBER 296 TOTAL LOAD FACTOR = 0.331725
−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−
r e l a t i v e r e s i d u a l maximum r e s i d u a l






INCREMENTAL LOAD FACTOR = 0.785000E−03
−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−
Resu l t s f o r load increment 296 Load f a c t o r = 0.331725
===========================================================
Converged s o l u t i o n at i t e r a t i o n number = 3













Tota ls 0 .207478E−11 0.625278E−12
Gauss po int s t r e s s e s and and other s t a t e v a r i a b l e s
==================================================
Element number 84
Gauss po int 1 X−Coord= 100 .2 Y−Coord= 57.67
S−xx = 0.4514E−01 S−yy = −0.3895E−02 S−xy = −0.3792E−01
S−max = 0.6578E−01 S−min = −0.2454E−01 Angle = −28.56
S−e f f = 0.8089E−01 ENNC. = 0.000
Element number 85
Gauss po int 1 X−Coord= 100 .1 Y−Coord= 28.83
S−xx = 0.4672E−01 S−yy = 0.4011E−02 S−xy = −0.1003E−01
S−max = 0.4896E−01 S−min = 0.1771E−02 Angle = −12.59
S−e f f = 0.4810E−01 ENNC. = 0.000
Element number 946
Gauss po int 1 X−Coord= 1043 . Y−Coord= 8.056
S−xx = 0.7817E−01 S−yy = 0.1340E−01 S−xy = −0.4244E−01
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S−max = 0.9917E−01 S−min = −0.7598E−02 Angle = −26.33
S−e f f = 0.1032 ENNC. = 0.000
Averaged nodal s t r e s s e s and other s t a t e v a r i a b l e s f o r group number 1
=====================================================================
Node number 31 X−Coord= 300 .1 Y−Coord= 86.55
S−xx = 0.3028E−01 S−yy = 0.1653E−02 S−xy = −0.4203E−01
S−max = 0.6037E−01 S−min = −0.2843E−01 Angle = −35.60
S−e f f = 0.7854E−01 ENNC. = 0.000
Node number 140 X−Coord= 940 .4 Y−Coord= 85.00
S−xx = 0.5615 S−yy = 0.2114E−01 S−xy = 0.4244
S−max = 0.7944 S−min = −0.2118 Angle = 28.76
S−e f f = 0.9188 ENNC. = 0.000
Node number 437 X−Coord= 1103 . Y−Coord= 145 .0
S−xx = −0.2019 S−yy = −0.2624 S−xy = 0.2943
S−max = 0.6372E−01 S−min = −0.5280 Angle = 42.07
S−e f f = 0.5626 ENNC. = 0.000
Lista 4.11: Archivo .RES
4.2.3.2. Impresión de salida para .GID.RES
La subrutina OUTGID, es la encargada de generar el archivo de salida de datos .GID.RES, que se emplea
en el post-proceso del programa GiD. Esta subrutina registra el valor que deben tomar los desplazamientos
nodales, los esfuerzos en el plano, los esfuerzos principales, la deformación de fisuración y las deformaciones
en el plano, en cada punto de Gauss. Los anteriores valores serán aquellos que permiten la convergencia
de cada uno de los incrementos en que se divide el problema. A continuación se presenta un resumen de
la estructura de salida de datos del archivo .GID.RES
GiD Post Resu l t s F i l e 1 . 0
GaussPoints ”Board gauss i n t e r n a l ” ElemType Tr iang l e
Number Of Gauss Points : 1
Natural Coordinates : I n t e r n a l
End gaus sp o in t s
Result ”DISPLACEMENT” ”LOAD ANALYSIS” 85 Vector OnNodes
ComponentNames ”X−DISPLACEMENT” , ”Y−DISPLACEMENT”
Values





End va lue s
Result ”STRESS” ”LOAD ANALYSIS” 85 Vector OnGaussPoints ”Board gauss i n t e r n a l ”
ComponentNames ”S−XX” , ”S−YY” , ”S−XY” , ”ENNC”
Values
1 −0.932337E−02 −0.932337E−02 −0.932337E−02 0.00000
2 0.395376 −0.109828E−01 −0.168382E−01 0.00000
3 −0.170817 −0.663659E−03 −0.190223E−01 0.00000
4 0.229110 0.175863E−01 −0.136196E−01 0.00000
5 0.430439 −0.844405E−02 −0.280597E−01 0.00000
End va lue s
Result ”PRINCIPAL−STRESS” ”LOAD ANALYSIS” 85 Vector OnGaussPoints ”Board gauss i n t e r n a l ”
ComponentNames ”S−MAX” , ”S−MIN” , ”S−MED”
Values
1 0.121431E−16 −0.186467E−01 −45.0000
2 0.396073 −0.116793E−01 −2.36874
3 0.143701E−02 −0.172918 −83.6983
4 0.229983 0.167129E−01 −3.66897
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5 0.432225 −0.102308E−01 −3.64340
End va lue s
Result ”INTERNAL−VARIABLES” ”LOAD ANALYSIS” 85 Vector OnGaussPoints ”Board gauss i n t e r n a l ”







End va lue s
Result ”DEFORMACIONES” ”LOAD ANALYSIS” 85 Vector OnGaussPoints ”Board gauss i n t e r n a l ”
ComponentNames ”e−xx ” , ” eyy ” , ” exy ” , ” ezz ”
Values
1 −0.247628E−06 −0.247628E−06 −0.742884E−06 0.132576E−07
2 0.131993E−04 −0.298991E−05 −0.134164E−05 0.347544E−07
3 −0.566671E−05 0.111219E−05 −0.151569E−05 0.114526E−07
4 0.748965E−05 −0.937426E−06 −0.108518E−05 0.333526E−07
5 0.143465E−04 −0.313841E−05 −0.223579E−05 0.536566E−07
End va lue s
Result ”ENNC” ”LOAD ANALYSIS” 85 Vector OnGaussPoints ”Board gauss i n t e r n a l ”







End va lue s
Lista 4.12: Archivo .GID.RES
4.2.3.3. Impresión de salida para .POS
En este caso es la subrutina OUTGMS quien genera el archivo de salida de datos .POS para el post–proceso
con el programa GMSH. Este algoritmo se encarga de imprimir datos de salida como: coordenadas no-
dales, conectividades de los elementos finitos, desplazamientos nodales, fuerzas reactivas en nodos con
restricciones y esfuerzos principales, estos últimos dados en los puntos de Gauss. Otras variables de esta-
do como los esfuerzos, las deformaciones, la deformación de fisuración y la abertura de fisura, en principio
están dados por HYPLAS en los puntos de Gauss, sin embargo, la subrutina NODGMS se encarga de
extrapolar dichos valores a los nudos, y luego hacer un promedio de estos mismos. En consecuencia, el
post–proceso en GMSH indica un valor promedio de los esfuerzos, las deformaciones, la deformación de
fisuración y la abertura de fisura en los nudos.
En la lista que se presenta a continuación se da un ejemplo del formato de salida de datos del archivo
.POS que es léıdo por el programa GMSH en la etapa de post–proceso:
$MeshFormat




1 0.0000000E+00 0.0000000E+00 0.0000000E+00
2 0.0000000E+00 0.5000000E+02 0.0000000E+00
3 0.5000000E+02 0.0000000E+00 0.0000000E+00
324 0.1017321E+04 0.1700000E+03 0.0000000E+00
325 0.1027321E+04 0.1000000E+03 0.0000000E+00
326 0.1017321E+04 0.1800000E+03 0.0000000E+00
536 0.2000000E+04 0.0000000E+00 0.0000000E+00
537 0.2000000E+04 0.5000000E+02 0.0000000E+00
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538 0.2000000E+04 0.1000000E+03 0.0000000E+00
539 0.2000000E+04 0.1500000E+03 0.0000000E+00




1 2 2 1 1 16 10 18
2 2 2 1 1 61 66 63
221 2 2 1 1 431 438 439
222 2 2 1 1 422 433 435
944 2 2 1 1 357 359 337
945 2 2 1 1 374 354 350











1 0.0000000E+00 0.0000000E+00 0.0000000E+00
2 0.6189501E−01 −0.7634816E−04 0.0000000E+00
3 0.3436583E−04 −0.6194275E−01 0.0000000E+00
536 0.4682588E+00 0.0000000E+00 0.0000000E+00
537 0.4070231E+00 −0.7427671E−04 0.0000000E+00
538 0.3458509E+00 −0.1216792E−03 0.0000000E+00
539 0.2846937E+00 −0.1386971E−03 0.0000000E+00











1 0.1309175E−11 0.6919624E+02 0.0000000E+00
2 0.0000000E+00 0.0000000E+00 0.0000000E+00
3 0.0000000E+00 0.0000000E+00 0.0000000E+00
536 0.0000000E+00 0.6919624E+02 0.0000000E+00
537 0.0000000E+00 0.0000000E+00 0.0000000E+00
538 0.0000000E+00 0.0000000E+00 0.0000000E+00
539 0.0000000E+00 0.0000000E+00 0.0000000E+00



























































































































































































Lista 4.13: Archivo .POS
4.3. Post–Proceso
El post–proceso se lleva acabo por medio de alguno de los siguientes dos programas: GiD o GMSH. Esta
fase consiste en interpretar gráficamente los datos que se generan en la etapa del proceso, y que son al-
macenados en los archivos .RES.GID para el programa GiD y .POS para GMSH. Dentro de los resultados
que se pueden graficar se tienen: desplazamientos nodales, deformaciones, esfuerzos, reacciones, cargas
en nodos con desplazamiento impuesto, esfuerzos principales y variables internas como la deformación de
fisuración, la abertura de fisura y el ancho de banda.
4.3.1. GiD
Para cada incremento de acciones en que se dividió el problema, el programa permite generar múltiples
tipos de gráficos para cada uno de los anteriores resultados, dentro de los cuales se tiene: configuración
deformada, áreas coloreadas o suavizadas, lineas y rangos de contorno, máximos y mı́nimos, vectores,
isosuperficies, lineas de corriente, entre otros. Igualmente el programa posee una herramienta de anima-
ción que permite registrar el valor de cierto resultado de manera continua en el pseudo–tiempo, es decir,
ver como evoluciona cierta variable en la medida que se aplican de manera sucesiva los incrementos de
acciones. En el caṕıtulo 5, se presentan parte de las gráficas mencionadas.
4.3.2. GMSH
El programa GMSH se utiliza únicamente en su interface de post–proceso, y permite en visualizar los
resultados almacenados en el archivo .POS para cada uno de los incrementos en que se dividió el problema.
Los gráficos disponibles son: desplazamientos nodales, reacción en nudos, estado de esfuerzos, esfuerzos
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máximos, estado de deformaciones, deformación de fisuración y abertura de fisura. Para el caso de los
estados de esfuerzos y de deformaciones, el programa muestra el valor promedio de dichas cantidades en
los nudos. En el caṕıtulo 5, se indican los resultados gráficos mencionados.
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Caṕıtulo 5
Implementación del modelo de fisura
ditribuida rotante en HYPLAS
Este caṕıtulo muestra en detalle como se realiza la implementación del modelo constitutivo de fisura
distribuida rotante, en el programa HYPLAS, con el fin de construir la etapa del proceso por medio de
este programa.
HYPLAS es un programa a código abierto que permite analizar problemas no lineales bajo el método
de los elementos finitos, para una simplificación bidimensional, en condición plana de esfuerzos, condición
plana de deformaciones, o condición axisimétrica. La introducción de nuevos modelos constitutivos o
nuevos tipos de elementos finitos, se realiza de manera sencilla, debido a la modularidad en que se divide
el código de programación. Dicha división consiste en los siguientes tres módulos:
• Módulo general: En este módulo se agrupan todos los algoritmos comunes que se emplean en el
programa, y que son independientes del modelo constitutivo que se use, o del tipo de elemento finito
empleado. Una descripción detallada de este módulo se da en la sección 5.1
• Módulo del elemento finito: Este módulo concentra todos los algoritmos cuyo cálculo depende de las
caracteŕısticas propias de cada elemento finito, es decir, aquellos en los cuales se requiere conocer de
antemano caracteŕısticas como: número de nudos, número de grados de libertad por nodo, puntos de
integración de Gauss, matriz de operadores diferenciales, entre otros. En la sección 5.2, se presenta
una descripción detallada de este módulo.
• Módulo del material: Este módulo contiene los algoritmos de cálculo que simulan el comportamiento
del material según el rango en que este pueda estar, por ejemplo: elástico, fisurado, plástico, etc.
Aqúı básicamente se hallan los algoritmos que calculan el modelo constitutivo como tal, es decir,









cada punto de Gauss, a partir del estado de deformación actual y la historia de deformación. En la
sección 5.3 se detalla este módulo.
En esta tesis se implementó un nuevo modelo de material denominado modelo de fisura distribuida
rotante. Tal modelo establece una relación esfuerzo–deformación no lineal. Lo anterior implica que la in-
troducción del modelo requiere modificar el módulo del material de HYPLAS. De igual manera para este
modelo es necesario modificar una pequeña parte del módulo general, y más espećıficamente la lectura de
datos de entrada, ya que cada modelo constitutivo posee propiedades mecánicas particulares, que deben
ser léıdas por el programa.
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La modelación se realizó utilizando elementos finitos tradicionales como el triangular lineal (TRI 3),
el cual ya esta definido en el código original del programa, por lo cual, en este trabajo no fue necesario
modificar el módulo del elemento.
En las siguientes secciones se encuentra una descripción detallada de los tres módulos mencionados,
e igualmente se indica el código de programación que fue necesario introducir dentro de HYPLAS, para
realizar los cálculos del modelo constitutivo de fisura distribuida rotante presentados en los caṕıtulos 2 y
3. Estos algoritmos están contenidos en la sub–carpeta \SCMJCT que esta dentro de la carpeta \SCR donde
se almacena todas las subrutinas del programa.
5.1. Módulo general
En este módulo se agrupan todos los algoritmos de cálculo que se requieren para analizar el problema no
lineal, y que son de carácter general, es decir, aquellos que se llevan acabo para todo tipo de material, o
tipo de elemento finito empleado.
De ahora en adelante los términos algoritmo y subrutina se considerarán sinónimos, y hacen referencia
a un código de programación que realiza una tarea en particular. A continuación se presenta algunos de
los algoritmos comunes que pertenecen al módulo general:
• Lectura de datos de entrada comunes: Se consideran datos comunes las condiciones del análisis, las
conectividades de la malla, las condiciones de borde y los datos de curvas bidimensionales, los cuales
son léıdos y almacenados por medio de la subrutina INDATA. Otros datos de entrada de carácter
común son las cargas externas aplicadas y los incrementos de acciones con y sin longitud de arco,
los cuales son procesados por medio de las subrutinas INLOAD e ININCR respectivamente. Todos
estos datos comunes se presentan en las listas de la sección 4.1
• Inicialización de arreglos generales: Esta labor es realizada por la subrutina INITIA, y consiste en
llenar de ceros ciertos arreglos en donde se almacenan variables fundamentales del problema como
las fuerzas internas, el vector de rigidez de la estructura1, los incrementos y desplazamientos totales
de los nudos, aśı como el vector de incremento de fuerzas externas en caso de haberlas.
• Actualización de datos en variables internas: Consiste en establecer nuevos valores sobre las varia-
bles internas, las cuales principalmente son los incrementos de los desplazamientos, esfuerzos, de-
formaciones, variables de historia del modelo y los desplazamientos totales, entre otros. Esta tarea
es realizada por la subrutina SWITCH, y el tipo de actualización depende del valor de la variable
MODE. Esta subrutina se llama desde distintos lugares del programa. Para mayor detalle referirse
a la sección 4.2.2.
• Incremento de acciones: Se realiza el aumento de las cargas y/o desplazamientos en los nodos res-
pectivos, para cada incremento en que se subdivide el problema. Esto sucede al inicio del ciclo
de iteraciones con que se busca resolver cierto incremento en particular, y lo realiza la subrutina
INCREM.
• Cálculo de la matriz de rigidez del problema [K]: En este proceso intervienen operaciones que per-
tenece a los módulos general, del elemento y del material. Este cálculo se desarrolla en la sección
5.1.1.
1Se emplea el método frontal de Irons, en el cual la matriz de rigidez de toda la estructura se reemplaza por un vector de
rigidez, con el fin de evitar la inversión de una matriz de tamaño considerable.
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5.1.1. Calculo de la matriz de rigidez [K]
Los siguientes cálculos se aplican para cada uno de los elementos finitos e de la malla:
a) Extraer del vector de desplazamientos de toda la estructura {a}, los desplazamientos que




b) Calcular la matriz de operadores diferenciales [Bg] para cada punto de Gauss g. Este cálculo
pertenece al módulo del elemento, y lo realiza la subrutina GETBMX
c) Calcular el determinante del jacobiano en cada punto de Gauss det (Jg), con el fin de trans-
formar el problema a coordenadas naturales.
d) Encontrar el campo de las deformaciones infinitesimales en cada punto de Gauss g, teniendo
como dato de entrada el campo de los desplazamientos nodales del elemento finito e, es decir
{ae}. Esta operación pertenece al módulo del elemento y se expresa como:{
εeg
}
= [Bg] · {ae} (5.2)
e) En cada punto de Gauss g del elemento finito e, se calcula la matriz de constitutiva tangente[
Dtang
]
. Esto se realiza mediante una subrutina particular según sea el modelo constitutivo que
aplique. Esta matriz depende de las deformaciones y de la historia de las mismas que ocurren
en el punto de Gauss g. Esta operación pertenece al módulo del material y para el
modelo de fisura distribuida rotante, corresponde a la subrutina CTSCM2 que se presenta en












f) Conociendo la matriz constitutiva tangente y el determinante del jacobiano en cada punto de
Gauss g, se procede a calcular la matriz de rigidez tangente de dicho punto, en el elemento
finito e. Lo anterior se consigue aplicando un algoritmo de integración numérica. Este cálculo




















[Bg] · det (Jg)
} (5.4)




. Esto se consigue sumando las
matrices de rigidez obtenidas en el paso anterior para cada punto de Gauss.
h) Transformar la matriz de rigidez del elemento finito de coordenadas locales a coordenadas








En particular, los elementos finitos bidimensionales no requieren de la anterior transformación,
dado que están definidos con respecto al sistema coordenado global o pararelo al mismo, como
es el caso de los elementos finitos triangulares lineales TRI_3 que se emplean en este trabajo.
i) Ensamblar las matrices de rigidez en coordenadas globales de cada elemento finito, dentro de
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Todo lo anterior se realiza dentro de la subrutina FRONT. Este algoritmo luego de calcular la matriz
de rigidez de la estructura, se encarga de construir un vector de rigidez mediante el método frontal
de Irons, 1969, con el fin de evitar el costo computacional que implica el proceso de invertir la
matriz de rigidez, e igualmente, con el propósito de disminuir la capacidad de memoria requerida
para almacenar los términos de rigidez. Dentro de la subrutina FRONT se realizan los cálculos
relacionados a los tres módulos.
• Actualizar el campo de los desplazamientos: Después de calcularse la matriz de rigidez, se aumen-
ta el campo nodal de los desplazamientos por medio de la subrutina UPCONF. Esto consiste en
aumentar los desplazamientos en un factor que resulta igual al tamaño del incremento de carga o
desplazamiento que el usuario estableció en la tabla INCREMENTS. Esta actualización ocurre des-
pués del cálculo de la matriz de rigidez, pero antes del cálculo del vector de fuerzas internas, lo
que genera que el campo de los desplazamientos con que se calculan las anteriores cantidades, sea
diferente.




: Esta acción la realizan las subrutinas INTFOR y CONVER y
se presenta en detalle en la sección 5.1.2. La primera subrutina realiza los pasos a)–f), mientras que
la segunda lleva acabo los pasos g)–i). La mayoŕıa de los cálculos corresponden al módulo general,
sin embargo, se presenta un cálculo que corresponde la módulo del material y tres que pertenecen
al módulo del elemento, los cuales se indican con el fin de tener claridad en el procedimiento que el
programa realiza para determinar el vector de fuerzas internas.
5.1.2. Cálculo del vector de esfuerzos
Todos los procedimientos a continuación se aplican a cada elemento finito e que conforma la malla:
a) Extraer del vector de desplazamientos de toda la estructura {a}, los desplazamientos que




b) Obtener la matriz de operadores diferenciales [Bg] para cada punto de Gauss g. Este cálculo
se realiza en el módulo del elemento por medio de la subrutina GETBMX
c) Calcular el determinante del jacobiano det (Jg) en cada punto de Gauss, para transformar el
problema a coordenadas naturales.




en cada punto de Gauss g,
teniendo como dato de entrada el campo de los desplazamientos nodales del elemento finito




= [Bg] · {ae} (5.8)
e) Para cada punto de Gauss g del elemento finito e, se debe calcular el campo de los esfuerzos,
mediante una subrutina particular según sea el modelo constitutivo que aplique, la cual depende
del estado de deformación y la historia de deformación en el punto de Gauss. Para el modelo de
fisura distribuida rotante, se desarrolló e implementó el algoritmo SUSCM2, el cual se explica
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f) Conociendo el campo de los esfuerzos y el determinante del jacobiano, se procede a calcular




, para lo que se



























se consigue sumando los vectores de fuerzas internas obtenidos en el paso anterior para cada
punto de Gauss g.
h) Transformar el vector de fuerzas internas del elemento finito de coordenadas locales a coorde-









En general, los elementos finitos bidimensionales no requieren de la anterior transformación,
dado que su definición esta referida al sistema coordenado global.




, por medio del ensamblaje











• Cálculo de las reacciones y actualización de la fuerzas externas: Las cargas externas que se han in-
troducido en la tabla LOADINGS son almacenadas por medio de subrutina INLOAD en la matriz
RLOAD, y por medio de la subrutina CONVER dicha matriz se ensambla en el vector de fuerzas
externas TOFOR. Sin embargo, existe un conjunto de cargas externas que no han sido calculadas
hasta el momento, las cuales corresponden a las reacciones que se producen en los nodos que se
consideran apoyos, es decir, aquellos donde se impuso una restricción al desplazamiento por me-
dio de la tabla NODES_WITH_PRESCRIBED_DISPLACEMENTS. El cálculo de las reacciones se realiza en la
subrutina CONVER, y consiste en estimar estas como la diferencia entre las fuerzas internas y las
fuerzas externas antes de realizar el criterio de convergencia. Luego de calcular las reacciones, se

















TOFOR = TOFOR + TREAC
(5.13)
• Cálculo de la magnitud de la fuerza residual RESID: Esta acción se realiza en la subrutina CON-
VER, y consiste en encontrar la norma euclidiana del vector de fuerzas residuales {f res}, que esta









La mencionada norma es:
RESID = ‖ {f res} ‖ =
√
(f int1 − f ext1 )
2 + (f int2 − f ext2 )
2 + · · ·+ (f intn − f extn )
2 (5.14)
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• Cálculo de la magnitud de la fuerza externa RETOT: Esta tarea también se lleva a cabo la subrutina












2 + (f ext2 )
2 + · · ·+ (f extn )
2 (5.15)
• Cálculo del error porcentual RATIO: La subrutina CONVER se encarga de hallar una medida de
convergencia llamada RATIO, la cual indica que tan cercanas están las fuerzas internas y externas,
en otras palabras, mide la cercańıa de las fuerzas residuales a cero. La magnitud de RATIO es una
medida con la cual se puede establecer si el campo de desplazamientos nodales de la estructura
genera una configuración cercana al equilibrio:
RATIO = 100 · ‖ {f
res} ‖




• Criterio de convergencia: Por último la subrutina CONVER se encarga de establecer la convergencia,
la no convergencia o la divergencia, de la iteración actual con la que se busca resolver el incremento
de carga y/o desplazamiento. Para esto se compara RATIO contra la tolerancia TOLER que el usuario




> TOLER→ No converge
(5.17)
El caso de divergencia ocurre cuando el RATIO de la iteración actual difiere en mas de veinte veces
con respecto al RATIO de la iteración inmediatamente anterior, es decir:
RATIOi > 20 · RATIOi−1 (5.18)
Con los algoritmos mencionados anteriormente, se resumen los cálculos más relevantes que lleva a
cabo el módulo general, el cual establece un conjunto de algoritmos que son de uso común para todos los
modelos constitutivos dentro del programa HYPLAS.
5.2. Módulo del elemento
Los distintos tipos de elementos finitos que contiene el programa se agrupan por clases, donde en una
misma clase están los elementos que comparten el mismo procedimiento de cálculo de cantidades como la
matriz de operadores diferenciales, las deformaciones, la matriz de rigidez tangente y los esfuerzos.
Por tipo de elemento finito se entiende a la división que se da entre los siguientes elementos: trian-
gular lineal de tres nudos TRI 3, cuadrilateral bilineal de cuatro nudos QUAD 4, cuadrilateral bilineal de
ocho nudos QUAD 8, y cuadrilateral bilineal de cuatro nudos modificado para una condición de grandes
deformaciones QUAD 4 FBAR.
A continuación se presentan las diferentes operaciones que se realizan dentro del módulo del elemento:
• Lectura de los datos de entrada según el tipo de elemento: Dentro de la subrutina INDATA, para
cada grupo de elementos finitos se llama a la subrutina RDXX que corresponda, por ejemplo, RDT3
para el caso del triangular lineal de tres nodos y RDQ4 para el cuadrilateral bilineal de cuatro nodos.
Estas subrutinas leen los datos de entrada del tipo de elemento finito que constituye cada grupo, para
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luego almacenar dichos datos en las columnas de los arreglos IELPRP y RELPRP, donde el primero
guarda propiedades enteras y alfa numéricas como: nombre del elemento, clase a la que pertenece,
número de nodos, de puntos de Gauss, de grados de libertad totales, de bordes, de nudos por borde,
número de puntos de Gauss para integrales de linea (borde), y otros datos enteros que se emplean
para ubicar información sobre la integración numérica de este tipo de elementos. El arreglo RELPRP
almacena datos referentes a la integración numérica sobre el tipo de elemento finito en cuestión.
Esta información consiste en los puntos de integración de Gauss en coordenadas naturales (ξg, ηg)
y en sus respectivos pesos Wg. Este arreglo también almacena factores que permiten extrapolar de
los puntos de Gauss a los nodos del elemento.
• Funciones de forma [N] del tipo de elemento finito: Esta operación se realiza identificando el tipo
de elemento para luego llamar a la subrutina SFXX que corresponda, que se encarga de encontrar
la matriz de funciones de forma [SHAPE], la cual contiene las funciones de forma de cada nudo del
elemento. Esta matriz se emplea en varias partes del código del programa como: la interpolación de
los desplazamientos al interior del elemento, la obtención de la matriz de operadores diferenciales, la
interpolación del espesor a los puntos de Gauss, el traspaso de las cargas distribuidas por superficie
o área a los nodos, entre otros.
• Matriz de operadores diferenciales en cada punto de Gauss: Dependiendo del tipo de elemento fi-










En ambas situaciones, estas matrices establecen la relación entre las deformaciones y los desplaza-
mientos, que para deformaciones infinitesimal es lineal, mientras que para deformaciones finitas es
no lineal. Este cálculo es ejecutado por la subrutina GETBMX en el caso infinitesimal y GETGMX
en el caso finito.
• Determinante del jacobiano: Se calcula el determinante del jacobiano y la matriz jacobiana inversa,
que permite transformar la matriz de operadores diferenciales de coordenadas locales a coordenadas
naturales, con el fin aplicar la integración numérica de Gauss, la cual solo aplica para integrales
definidas en el rango [−1 : 1]. Esta tarea se ejecuta en el algoritmo JACOB2.
• Deformaciones en cada punto de Gauss: Según sea el estado de deformaciones considerado (infini-
tesimal o finito), se calcula el campo de las deformaciones a partir del campo nodal de los despla-
zamientos. En el caso de deformaciones infinitesimales se tendrá:{
εeg
}
= [Bg] · {ae} (5.19)
Mientras que en el caso de deformaciones finitas se tiene:{
εeg
}
= [Gg] · {ae}{
εeg
}
= (1 +∇{up}) · {ae}
(5.20)
• Integración numérica sobre la matriz de rigidez: Independientemente del estado de deformaciones,
esta integración sigue la misma forma, es decir, para deformaciones infinitesimales en cada punto




















[Bg] · det (Jg)
} (5.21)
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[Gg] · det (Jg)
} (5.22)
• Integración numérica sobre el vector de fuerzas internas: El cálculo del vector de fuerzas internas en
cada punto de Gauss es independiente del tipo de deformaciones que se presenten en el problema,













































En este trabajo se emplearon los elementos finitos que por defecto traer el programa HYPLAS, ya
que el modelo constitutivo de fisura distribuida rotante no requiere acompañarse de elementos finitos
diferentes a los tradicionales. Por tal motivo, durante el desarrollo de este trabajo el módulo de los
elementos no se modificó.
5.3. Módulo del material
El módulo del material contiene en su totalidad al modelo constitutivo de fisura distribuida rotante, y en
consecuencia, es en este módulo donde se deben incluir todos los algoritmos de cálculo necesarios para
llevar acabo la construcción del modelo presentado en los caṕıtulos 2 y 3. En esta sección se presenta
la organización y funcionamiento del módulo del material, y se explica en que partes del código se han
introducido nuevos algoritmos de cálculo para la generación del modelo constitutivo.
5.3.1. Base de datos del material
Según sea la medida de deformación que se utilice, HYPLAS define cuatro clases de material, y aśı mismo
establece trece modelos constitutivos diferentes. Los modelos contenidos en una misma clase comparten
los mismos procedimientos de cálculo para la obtención de variables cinemáticas como la deformación.
La definición de las clases se presenta en la base de datos MATERIALS.INC que se presenta en la lista
5.1. Dentro de esta base de datos primero se define un conjunto de variables enteras que se utilizan para
dimensionar los arreglos en donde se almacenan los datos del material, y posteriormente se definen las
clases y modelos constitutivos que contiene el programa.
HYPLAS trae por omisión las siguientes cuatro clases de materiales:
• HYPEPL: Se agrupan los materiales definidos como hiperelásticos–plásticos, en los que se consideran
estados de deformación infinitesimal o finita. A esta clase pertenece el modelo constitutivo
de fisura distribuida rotante.
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• HYPER: Se agrupan materiales hiperelásticos que trabajan exclusivamente bajo deformaciones fi-
nitas, y donde la medida de deformación es el tensor izquierdo de Cauchy–Green.
• SINCRY: Esta clase corresponde a materiales elasto–plásticos cuya medida de deformación es el
tensor gradiente de deformación F = 1 +∇up. Es una categoŕıa construida para los materiales
como el vidrio.
• PLASTC: En esta clase se hallan los materiales con comportamiento plástico, que funcionan bajo
condición de deformaciones infinitesimales.
Programación: 5.1 Para el modelo de fisura distribuida rotante, no es necesario definir un nueva clase de
material, ya que este puede clasificarse dentro de la clase HYPEPL. Por tal razón, en lo referente a las clases
de material el código original no se altera.
El programa trae por defecto trece tipos de materiales constitutivos, dentro de los que se encuentran:
Elástico, Tresca, Von Mises, Druker–Prager, entre otros. En este parte del código se debe definir el nuevo
material constitutivo correspondiente al modelo de fisura distribuida rotante, y asignarle un número de
identificación.
Programación: 5.2 En la base de datos MATERIAL.INC se ha añadido una nueva linea de programación en
la definición de las variables enteras, donde se ha incluido el material constitutivo de fisura distribuida rotante,


















C ∗ MRPROP = Maximum number o f r e a l m ate r i a l p r o p e r t i e s that can be
C s to r ed in array RPROPS f o r each m ate r i a l .
C
C ∗ MIPROP = Maximum number o f i n t e g e r m ate r i a l p r o p e r t i e s that can be
C s to r ed in array IPROPS f o r each m ate r i a l .
C
C ∗ MRSTAV = Maximum p e r m i s s i b l e number o f r e a l s t a t e v a r i a b l e s that
C can be s t o r e d in array RSTAVA f o r each gauss po int .
C
C ∗ MRALGV = Maximum p e r m i s s i b l e number o f r e a l a l g o r i t h m i c v a r i a b l e s
C that can be s t o r e d in array RALGVA f o r each gauss po int .
C
C ∗ MLALGV = Maximum p e r m i s s i b l e number o f l o g i c a l a l g o r i t h m i c
C v a r i a b l e s that can be s t o r e d in array LALGVA f o r each
C gauss po int .
C
C∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗
C 2 . Mater ia l c l a s s e s enumeration
C∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗
C
INTEGER HYPEPL ,HYPER ,SINCRY, PLASTC
PARAMETER( HYPEPL=1 )
PARAMETER( HYPER =2 )




C ∗ HYPEPL = I s o t r o p i c h y p e r e l a s t i c based e l a s t i c and e l a s t o−p l a s t i c
C m ate r i a l models with l o g a r i t h m i c f i n i t e s t r a i n extens i on .
C In smal l s t r a i n s , the kinemat ic v a r i a b l e r e q u i r e d by the
C s t a t e updating procedures f o r m a t e r i a l s o f t h i s c l a s s i s
C the t o t a l ( f o r the e l a s t i c ma te r i a l ) or the e l a s t i c t r i a l
C i n f i n i t e s i m a l s t r a i n ( f o r the e l a s t o−p l a s t i c m a t e r i a l s ) .
C The corre spond ing l o g a r i t h m i c s t r a i n measure i s r e q u i r e d
C at f i n i t e s t r a i n s .
C
C ∗ HYPER = I s o t r o p i c h y p e r e l a s t i c mate r i a l models ( f o r f i n i t e
C s t r a i n s only ) . For m a t e r i a l s o f t h i s c l a s s , the l e f t
C Cauchy−Green s t r a i n t e ns o r i s the kinemat ic v a r i a b l e
C r e q u i r e d by the s t a t e updating procedure .
C
C ∗ SINCRY = S i n g l e c r y s t a l l a r g e s t r a i n e l a s t o−p l a s t i c model .
C For m a t e r i a l s o f t h i s c l a s s , the incrementa l deformation
C g rad i en t i s the kinemat ic v a r i a b l e r e q u i r e d by the s t a t e
C updating procedure .
C
C ∗ PLASTC = Elasto−p l a s t i c models with i n f i n i t e s i m a l implementation
C only ( no f i n i t e s t r a i n extens i on ) .
C
C∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗
C 3 . Mater ia l types enumeration
C∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗
C
INTEGER ELASTC ,OGDEN ,TRESCA ,VMISES ,MOHCOU ,DRUPRA ,CAPDP ,
1 PDSCRY ,VMMIXD ,LEMDAM ,DAMELA ,VMISTC ,COPLAS ,CODAMA ,
2 CONSCM
PARAMETER( ELASTC= 1)














C ∗ ELASTC = Standard l i n e a r e l a s t i c model ( g e n e r a l i z e d Hooke ’ s law ) .
C Hencky mat e r i a l in f i n i t e s t r a i n s ( l o g a r i t h i m i c extens i on
C o f the l i n e a r model ) .
C
C ∗ OGDEN = Ogden ’ s h y p e r e l a s t i c mate r i a l model ( f i n i t e s t r a i n s
C only ) .
C
C ∗ TRESCA = Elasto−p l a s t i c ma te r i a l with Tresca y i e l d c r i t e r i o n ,
C a s s o c i a t i v e p l a s t i c f low r u l e and g e n e r a l non−l i n e a r
C i s o t r o p i c hardening law . Logar ithmic f i n i t e s t r a i n
C extens i on .
C
C ∗ VMISES = Elasto−p l a s t i c ma te r i a l with Von−Mises y i e l d c r i t e r i o n ,
C a s s o c i a t i v e p l a s t i c f low r u l e and g e n e r a l p iece−wise
C l i n e a r i s o t r o p i c hardening law . Logar ithmic f i n i t e s t r a i n
C extens i on .
C
C ∗ MOHCOU = Elasto−p l a s t i c ma te r i a l with Mohr−Coulomb y i e l d
C c r i t e r i o n , a s s o c i a t i v e /non−a s s o c i a t i v e p l a s t i c f low r u l e s
C and g e n e r a l p iece−wise l i n e a r i s o t r o p i c hardening law .
C Logarithmic f i n i t e s t r a i n extens i on .
C
C ∗ DRUPRA = Elasto−p l a s t i c ma te r i a l with Drucker−Prager y i e l d
C c r i t e r i o n , a s s o c i a t i v e /non−a s s o c i a t i v e p l a s t i c f low r u l e s
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C and g e n e r a l p iece−wise l i n e a r i s o t r o p i c hardening law .
C Logarithmic f i n i t e s t r a i n extens i on .
C
C ∗ PDSCRY = Large s t r a i n planar double s l i p s i n g l e c r y s t a l
C e l a s t o−p l a s t i c model with g e n e r a l p iece−wise l i n e a r
C Taylor hardening . This model i s compatible only with
C plane s t r a i n .
C
C ∗ VMMIXD = Von−Mises e l a s t o−p l a s t i c model with a s s o c i a t i v e f low
C r u l e and non−l i n e a r ( p iece−wise l i n e a r ) mixed
C i s o t r o p i c / k inemat ic hardening ( i n f i n i t e s i m a l s t r a i n s
C only ) .
C
C ∗ LEMDAM = Lemaitre ’ s d u c t i l e damage e l a s t o−p l a s t i c model
C with non−l i n e a r ( p iece−wise l i n e a r ) i s o t r o p i c hardening .
C With l o g a r i t h m i c f i n i t e s t r a i n extens i on .
C
C ∗ DAMELA = Lemaitre type i s o t r o p i c a l l y damaged i s o t r o p i c e l a s t i c
C model with microcrack / void c l o s u r e e f f e c t s under
C compress ion .
C
C ∗ VMISTC = Elasto−p l a s t i c ma te r i a l with Von−Mises y i e l d c r i t e r i o n ,
C a s s o c i a t i v e p l a s t i c f low r u l e and g e n e r a l d i f f e r e n c e d piece−wise
C l i n e a r i s o t r o p i c hardening law ( t r a c t i o n−compresion ) .
C
C ∗ COPLAS = Elasto−p l a s t i c ma te r i a l model o f s imple conc re t e in plane s t r e s s
C (L . Rodriguez 2010) .
C
C ∗ CODAMA = I s o t r o p i c damage mat e r i a l model o f s imple c onc r e t e in plane s t r e s s
C (L . Herrera 2010) .
C
C ∗ CONSCM = Modelo de f i s u r a c i o n d i s t r i b u i d a ( smeared crack model SCM) para e l concreto , dano
a n i s o t r o p i c o
Lista 5.1: Base de datos de materiales MATERIAL.INC.
5.3.2. Lectura de datos de entrada del material
Todo material constitutivo posee una subrutina propia que se encarga de leer los datos de entrada de
cada material. Dichas subrutinas se denominan RDXX y son llamadas por medio de la subrutina MATIRD
2 que se denominada interface de lectura de datos del material. Esta última se encarga de identificar
los tipos de materiales que se introducen en el archivo .DAT, para luego invocar a las subrutinas RDXX
correspondientes. Para el modelo de fisura distribuida rotante, la subrutina de lectura de datos de entrada
se llama RDSCM.
Programación: 5.3 Es necesario introducir una nueva linea de programación en la interface de lectura de
datos del material MATIRD, que permita identificar al modelo de fisura distribuida rotante CONSCM, y en
consecuencia invocar a la subrutina RDSCM. Dicha linea se adiciona en el condicional de la variable MATNAM.
Lo anterior se indica en la lista a continuación:
SUBROUTINE MATIRD
1( MATNAM ,NLARGE ,NTYPE ,UNSAUX ,IPROPS ,
2 RPROPS , nout f )
C Toda v a r i a b l e con i n i c i a l en t r e A y H o ent re O y Z s e r a de doble p r e c i s i o n
IMPLICIT DOUBLE PRECISION (A−H,O−Z)
C Toda v a r i a b l e con i n i c i a l en t r e I y N s e r a entera
IMPLICIT INTEGER ( I−N)
C Hyplas database




2MATIRD por sus siglas en ingles MATerial Interface for Reading and setting specific Data
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DIMENSION
1 IPROPS(∗ ) ,RPROPS(∗ )
AAAA=MRPROP+1
C∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗
C MATERIAL INTERFACE FOR READING MATERIAL−SPECIFIC INPUT DATA
C REFERENCE: S e c t i o n s 5 . 7 . 1 , 5 . 7 . 6
C Segun sea MATNAM, se l lama a l a RDXX c o r r e s p o n d i e n t e que se encarga de l l e n a r l o s v e c t o r e s de
C propiedades IPROPS y RPROPS. Por ejemplo en e l caso de MATNAM=VON MISES , se l lama a RDVM y en
C l a columna MATIDN de l o s v e c t o r e s IPROPS y RPROPS se tendra :
C Llena l a columna MATIDN de l a s matr i ce s IPROPS y RPROPS de l t i p o de m ate r i a l VMISES o CONSCM
C Col MATIDN
C 1 . . .MATTYP=VMISES . . . Tipo de mat e r i a l
C IPROPS 2 . . .MATCLS=HYPEPL . . . Clase de mate r i a l h ipe r e l a s t o p l a s t i c o
C 3 . . .NHARD . . . # puntos de endurec imeinto para l a c o n s t r u c c i o n de l a curva
C
C Col MATIDN
C 1 . . . DENSE . . . Densidad m ate r i a l
C 2 . . .YOUNG . . . Modulo e l a s t i c o mat e r i a l
C 3 . . . POISS . . . Re lac ion de po i s son
C 4 . . . Def p l a s acu1 . . . Deformacion p l a s t i c a acumulada1−ordenada pto1 curva endurec imiento
C RPROPS 5 . . . Esf f l u 1 . . . Es fuerzo de f l u e n c i a 1−a b s c i s a pto1 curva de endurec imiento
C 6 . . . Def p l a s acu2 . . . Deformacion p l a s t i c a acumulada2−ordenada pto2 curva endurec imiento
C 7 . . . Esf f l u 2 . . . Es fuerzo de f l u e n c i a 1−a b s c i s a pto1 curva de endurec imiento
C 8 . . . Def p l a s acu3 . . . Deformacion p l a s t i c a acumulada3−ordenada pto3 curva endurec imiento
C 9 . . . Esf f l u 3 . . . Es fuerzo de f l u e n c i a 1−a b s c i s a pto1 curva de endurec imiento
C∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗
C According to MATNAM, c a l l the appropr ia t e r o u t i n e to read the
C the mater ia l−s p e c i f i c data from the input f i l e and s t o r e i t
C −−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−
IF (MATNAM.EQ. ’ELASTIC ’ )THEN
C MATTYP=TIPO=ELASTICO / MATCLS=CLASE=HIPERELASTICO
MATTYP=ELASTC
MATCLS=HYPEPL
C RDEL l e e l o s datos de un mat e r i a l = ELASTICO y crea e l vec to r de propiedades IPROPS y RPROPS
CALL RDEL
1( MRPROP ,MRSTAV ,RPROPS ,UNSAUX , nout f )
ELSEIF(MATNAM.EQ. ’TRESCA ’ )THEN
C MATTYP=TIPO=TRESCA / MATCLS=CLASE=HIPERELASTICO
MATTYP=TRESCA
MATCLS=HYPEPL
C RDTR l e e l o s datos de un ma te r i a l = TRESCA y crea e l vec to r de propiedades IPROPS y RPROPS
CALL RDTR
1( IPROPS ,MIPROP ,MLALGV ,MRALGV ,MRPROP ,MRSTAV ,NLARGE ,
& NTYPE ,RPROPS ,UNSAUX , nout f )
ELSEIF(MATNAM.EQ. ’VON MISES ’ )THEN
C MATTYP=TIPO=VMISES / MATCLS=CLASE=HIPERELASTICO
MATTYP=VMISES
MATCLS=HYPEPL
C RDVM l e e l o s datos de un m ate r i a l = VMISES y crea e l vec to r de propiedades IPROPS y RPROPS
CALL RDVM
1( IPROPS ,MIPROP ,MLALGV ,MRPROP ,MRSTAV ,RPROPS ,UNSAUX ,
& noutf )
ELSEIF (MATNAM.EQ. ’VON MISES TRACTION COMPRESION ’ )THEN
C MATTYP=TIPO=VMISTC / MATCLS=CLASE=HIPERELASTICO
MATTYP=VMISTC
MATCLS=HYPEPL
C RDVMTC l e e l o s datos de un m ate r i a l = VMISES ELASTO−PLASTICO y crea e l vec to r de propiedades
C IPROPS y RPROPS
CALL RDVMTC
1( IPROPS ,MIPROP ,MLALGV ,MRPROP ,MRSTAV ,RPROPS ,UNSAUX ,
& noutf )
ELSEIF(MATNAM.EQ. ’MOHRCOULOMB’ )THEN
C MATTYP=TIPO=MOHCOU / MATCLS=CLASE=HIPERELASTICO
MATTYP=MOHCOU
MATCLS=HYPEPL
C RDMC l e e l o s datos de un mate r i a l = MOHRCOULOMB y crea e l vec to r de propiedades IPROPS y RPROPS
CALL RDMC
1( IPROPS ,MIPROP ,MLALGV ,MRALGV ,MRPROP ,MRSTAV ,RPROPS ,
& UNSAUX , nout f )
ELSEIF(MATNAM.EQ. ’DRUCKER PRAGER’ )THEN
C MATTYP=TIPO=DRUCKER PRAGER / MATCLS=CLASE=HIPERELASTICO
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MATTYP=DRUPRA
MATCLS=HYPEPL
C RDDP l e e l o s datos de un m ate r i a l = DRUCKER PRAGER ELASTO PLASTICO y crea e l vec to r de
C propiedades IPROPS y RPROPS
CALL RDDP
1( IPROPS ,MIPROP ,MLALGV ,MRALGV ,MRPROP ,MRSTAV ,RPROPS ,
& UNSAUX , nout f )
ELSEIF(MATNAM.EQ. ’LEMAITRE DAMAGE’ )THEN
C MATTYP=TIPO=LEMDAM / MATCLS=CLASE=HIPERELASTICO
MATTYP=LEMDAM
MATCLS=HYPEPL
C RDDMA l e e l o s datos de un mate r i a l = DANO DUCTIL LEMAITRE y crea e l vec to r de propiedades
C IPROPS y RPROPS
CALL RDDAMA
1( IPROPS ,MIPROP ,MLALGV ,MRPROP ,MRSTAV ,NTYPE ,RPROPS ,
& UNSAUX , nout f )
ELSEIF(MATNAM.EQ. ’DAMAGED ELASTIC ’ )THEN




1( NTYPE ,MRPROP ,MRSTAV ,RPROPS ,UNSAUX , nout f )
ELSEIF(MATNAM.EQ. ’OGDEN’ )THEN




1( IPROPS ,MIPROP ,MRPROP ,MRSTAV ,RPROPS ,UNSAUX , nout f )
ELSEIF(MATNAM.EQ. ’PLANAR DOUBLE SLIP SINGLE CRYSTAL ’ )THEN




1( IPROPS ,MIPROP ,MLALGV ,MRALGV ,MRPROP ,MRSTAV ,NLARGE ,
& NTYPE ,RPROPS ,UNSAUX , nout f )
ELSEIF(MATNAM.EQ. ’VON MISES MIXED ’ )THEN




1( IPROPS ,MIPROP ,MLALGV ,MRPROP ,MRSTAV ,
2 NLARGE ,NTYPE ,RPROPS ,UNSAUX , nout f )
ELSEIF (MATNAM.EQ. ’CONCRETE PLASTIC ’ )THEN




1( IPROPS ,MIPROP ,MLALGV ,MRPROP ,MRSTAV ,RPROPS ,UNSAUX ,
& noutf )
ELSEIF (MATNAM.EQ. ’CONCRETE DAMAGE’ )THEN




1( IPROPS ,MIPROP ,MLALGV ,MRPROP ,MRSTAV ,RPROPS ,UNSAUX ,
& noutf )
C∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗
C∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗ MATERIAL FISURA DISTRIBUIDA SCM JCT ∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗
C Mater ia l CONSCM Concreto con f i s u r a d i s t r i b u i d a ro tante
ELSEIF(MATNAM.EQ. ’CONSCM’ )THEN
C MATTYP=TIPO=CONSCM (TESIS JCT) / MATCLS=CLASE=HIPERELASTICO
MATTYP=CONSCM
MATCLS=HYPEPL
C RDSCM l e e l o s datos de un mat e r i a l = CONSCM y crea e l vec to r de propiedades IPROPS y RPROPS
CALL RDSCM




CALL ERRPRT( ’ED0015 ’ )
ENDIF
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C Se l l e n a n l a s pr imeras 2 c a s i l l a de l a s prop iedades IPROPS . A p a r t i r de l a 3 ra c a s i l l a se






Lista 5.2: Interfase de lectura de datos del material MATIRD.
La subrutina RDSCM lee datos de las propiedades mecánicas del material, y calcula otras que requiere
el modelo constitutivo como las constantes de Lamé. Estas propiedades son de carácter real y se almace-
nan en la matriz RPROPS 3, que es un arreglo de carácter global que en sus columnas almacena todas las
propiedades de los materiales que conforman a cada grupo de elementos finitos en la malla, es decir, en la
n–ésima columna están las propiedades del material constitutivo del n–ésimo grupo. Esta matriz se almace-
na en la base global de datos GLBDBASE.INC, con el fin que sea accesible desde cualquier parte del código.
Programación: 5.4 La subrutina de lectura de datos RDSCM se presenta en la siguiente lista. La linea de
control que invoca a la lectura de datos del material es: HYPLAS→ INDATA→ MATIRD→ RDSCM.
SUBROUTINE RDSCM
1( MRPROP ,MRSTAV ,RPROPS ,UNSYM ,AAAA , nout f )
C Toda v a r i a b l e con i n i c i a l en t r e A y H o ent re O y Z s e r a de doble p r e c i s i o n
IMPLICIT DOUBLE PRECISION (A−H,O−Z)
C Toda v a r i a b l e con i n i c i a l en t r e I y N s e r a entera





DATA R0 ,RP5 ,R1 ,R2 ,R3 /
1 0 .0D0 , 0 . 5 D0 , 1 . 0 D0 , 2 . 0 D0 , 3 . 0 D0/
C∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗
C LECTURA DE DATOS CONSCM MODELO DE FISURA DISTRIBUIDA EN EL CONCRETO
C∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗
C READ AND ECHO MATERIAL PROPERTIES FOR CONSCM
C Llena l a columna MATIDN de l a s matr i ce s IPROPS y RPROPS de l t i p o de m ate r i a l CONSCM
C Col MATIDN
C 1 . . .MATTYP=CONSCM. . . Tipo de m ate r i a l
C IPROPS 2 . . .MATCLS=HYPEPL . . . Clase de mate r i a l h ipe r e l a s t o p l a s t i c o
C
C Col MATIDN
C 1 . . . DENSE . . . Densidad m ate r i a l
C 2 . . .GMODU . . . Modulo de c o r t e (MPa)
C 3 . . .BULK . . . Modulo de Volcamiento (MPa)
C 4 . . .YOUNG . . . Modulo e l a s t i c o mat e r i a l (MPa)
C 5 . . . POISS . . . Re lac ion de po i s son
C RPROPS 6 . . .RLAMDA . . . Constante de Lame f (YOUNG, POISS)
C 7 . . .RNU . . . Constante de Lame f (YOUNG, POISS)
C 8 . . . FT . . . Es fuerzo maximo de t e n s i o n en e l concre to (MPa)
C 9 . . .GTT . . . Energia de f r a c t u r a (N/mm)
C 1 0 . . . ILEY . . . Ley de ablandamiento 1=RH, 2=EX, 3=BL
C 1 1 . . . C1 . . . Kte1 de l a l e y de ablandamiento RH
C 1 2 . . . C2 . . . Kte2 de l a l e y de ablandamiento RH
C
1000 FORMAT( ’ CONCRETO FISURA DISTRIBUIDA ROTANTE’ /)
1010 FORMAT(
1 ’ Mass d ens i t y . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . = ’ ,G15 .6/
2 ’ Young ’ ’ s modulus . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . = ’ ,G15 .6/
3 ’ Poisson ’ ’ s r a t i o . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . = ’ ,G15 .6/
4 ’ FT . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . = ’ ,G15 .6/
5 ’ GTT . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . = ’ ,G15 .6/
6 ’ So f t en ing law . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . = ’ ,G15 .6/
3RPROPS por sus siglas en ingles Real PROPertieS
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7 ’ C1 adi . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . = ’ ,G15 .6/
8 ’ C2 adi . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . = ’ ,G15 . 6 / )
C
C Set unsymmetric tangent s t i f f n e s s f l a g
UNSYM=.FALSE.
C
C Read and echo mate r i a l p r o p e r t i e s
i f ( nout f . eq . 1 ) WRITE(16 ,1000)
READ(15 ,∗ )DENSE
READ(15 ,∗ )YOUNG
READ(15 ,∗ ) POISS
C
C Read s o f t e n i n g law : ILEY=1−> RH, =2−> Exponencial , =3−>B i l i n e a l
READ(15 ,∗ )FT
READ(15 ,∗ )GTT
READ(15 ,∗ ) ILEY
READ(15 ,∗ )C1
READ(15 ,∗ )C2
i f ( nout f . eq . 1 ) then
C WRITE(16 ,1010)DENSE,YOUNG, POISS , ILEY ,FT, C1 , C2 ,DMAX,GTT
WRITE(16 ,1010)DENSE,YOUNG, POISS ,FT,GTT, C1 , C2
e n d i f
IF (YOUNG.LT. R0)CALL ERRPRT( ’ED0077 ’ )
IF (POISS .LE.−R1 .AND. POISS .GE. RP5)CALL ERRPRT( ’ED0078 ’ )
C Calculo de l modulo de c o r t e y de c o m p r e s i b i l i d a d
GMODU=YOUNG/(R2∗(R1+POISS) )
BULK=YOUNG/(R3∗(R1−R2∗POISS) )
C Calculo de l a s cons tante s de Lame , l a matr iz de modulos tangentes de l modelo SCM
C e s t a en terminos de l a s cons tante s de Lame
RLAMDA=(POISS∗YOUNG) /( (R1+POISS) ∗(R1−R2∗POISS) )
RNU=YOUNG/(R2∗(R1+POISS) )
C Set vec to r o f r e a l m ate r i a l p r o p e r t i e s
C Se e s t a b l e c e e l tamano de RPROPS=13−>son 13 v a r i a b l e s i n g r e s a d a s por e l u suar io
NRPROP=13














C Check dimens ioning o f RSTAVA




Lista 5.3: Subrutina de lectura de datos del material constitutivo RDSCM.
5.3.3. Actualización de datos del material
Cada material constitutivo posee una subrutina propia que se encarga de actualizar los datos concernientes
a ciertas variables de estado como esfuerzos y deformaciones, con el fin de almacenar los valores que toman
están cantidades durante la convergencia. Dichas subrutinas se denominan bajo el nombre SWXX, y en el
caso de este trabajo se creó el algoritmo SWSCM. Esta última subrutina es invocada por medio la interface
de actualización de datos MATISW4, que tiene como función identificar el tipo de material que constituye
al elemento finito de estudio, y llamar al algoritmo SWXX correspondiente.
4MATISW por sus siglas en ingles MATerial Interface for SWitching initialization of data.
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Programación: 5.5 Para incluir el nuevo modelo constitutivo es necesario introducir una nueva linea de
programación en la interface de lectura de datos del material MATISW, la cual se ubica dentro del condicional
de la variable MATTYP, y se encarga de identificar el material correspondiente al modelo de fisura distribuida
rotante CONSCM, para luego invocar a la subrutina de actualización de datos SWSCM. Lo anterior se indica
en la siguiente lista:
SUBROUTINE MATISW
1( MODE ,NLARGE ,NTYPE ,IPROPS ,LALGVC ,
2 LALGVL ,RALGVC ,RALGVL ,RPROPS ,RSTAVC ,
3 RSTAVL ,STRESC ,STRESL )
C Toda v a r i a b l e con i n i c i a l en t r e A y H o ent re O y Z seran de doble p r e c i s i o n
IMPLICIT DOUBLE PRECISION (A−H,O−Z)
C Toda v a r i a b l e con i n i c i a l en t r e I y N s e r a entera
IMPLICIT INTEGER ( I−N)
C





1 IPROPS(∗ ) ,LALGVC(∗ ) ,LALGVL(∗ ) ,
2 RALGVC(∗ ) ,RALGVL(∗ ) ,RPROPS(∗ ) ,
3 RSTAVC(∗ ) ,RSTAVL(∗ ) ,STRESC(∗ ) ,
4 STRESL(∗ )
C∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗
C MATERIAL INTERFACE FOR INITIALISATION/SWITCHING ROUTINE CALLS:
C ACCORDING TO THE MATERIAL TYPE, CALLS MATERIAL−SPECIFIC ROUTINE TO
C INITIALISE/SWITCH GAUSS POINT STATE AND ALGORITHMIC VARIABLES
C
C REFERENCE: S e c t i o n s 5 . 7 . 3 , 5 . 7 . 6
C∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗
C F i r s t i d e n t i f y m ate r i a l type and c l a s s
C −−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−
C MATTYP=ES UN ALFANUMERICO QUE IDENTIFICA EL TYPO DE MATERIAL,P. E, MATTYP=IPROPS(1)=VMISES
MATTYP=IPROPS(1)
C
C Then c a l l ma te r i a l type−s p e c i f i c r o u t i n e s
C −−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−
C Conjunto de IF/ELSE IF que se encargan de preguntar e l m ate r i a l e s t i p o VMISES o es t i p o CONSCM,
C segun sea e l caso se l lama a l a SWXX c o r r e s p o n d i e n t e
IF (MATTYP.EQ.ELASTC)THEN
C E l a s t i c ( Hencky ma te r i a l in l a r g e s t r a i n s )
CALL SWEL
1( MODE ,NTYPE ,RSTAVC ,RSTAVL ,STRESC ,
2 STRESL )
ELSEIF(MATTYP.EQ.TRESCA)THEN
C Tresca e l a s t o−p l a s t i c
CALL SWTR
1( MODE ,NTYPE ,LALGVC ,LALGVL ,RALGVC ,
2 RSTAVC ,RSTAVL ,STRESC ,STRESL )
ELSEIF(MATTYP.EQ.VMISES .OR.MATTYP.EQ.VMISTC)THEN
C von Mises e l a s t o−p l a s t i c ( i s o t r o p i c and d i f f e r e n c e d t h r e s h o l d )
CALL SWVM
1( MODE ,NTYPE ,LALGVC ,LALGVL ,RALGVC ,
2 RSTAVC ,RSTAVL ,STRESC ,STRESL )
ELSEIF(MATTYP.EQ.MOHCOU)THEN
C Mohr−Coulomb e l a s t o−p l a s t i c
CALL SWMC
1( MODE ,NTYPE ,LALGVC ,LALGVL ,RALGVC ,
2 RSTAVC ,RSTAVL ,STRESC ,STRESL )
ELSEIF(MATTYP.EQ.DRUPRA)THEN
C Drucker−Prager e l a s t o−p l a s t i c
CALL SWDP
1( MODE ,NTYPE ,LALGVC ,LALGVL ,RALGVC ,
2 RSTAVC ,RSTAVL ,STRESC ,STRESL )
ELSEIF(MATTYP.EQ.LEMDAM)THEN
C Lemaitre ’ s d u c t i l e damage e l a s t o−p l a s t i c model
CALL SWDAMA
1( MODE ,NTYPE ,LALGVC ,LALGVL ,RALGVC ,
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2 RSTAVC ,RSTAVL ,STRESC ,STRESL )
ELSEIF(MATTYP.EQ.DAMELA)THEN
C I s o t r o p i c a l l y damaged i s o t r o p i c e l a s t i c mate r i a l with crack c l o s u r e
C e f f e c t s
CALL SWDMEL
1( MODE ,NTYPE ,RSTAVC ,RSTAVL ,STRESC ,
2 STRESL )
ELSEIF(MATTYP.EQ.PDSCRY)THEN
C Planar double−s l i p s i n g l e c r y s t a l
CALL SWPDSC
1( MODE ,LALGVC ,LALGVL ,RALGVC ,RSTAVC ,
2 RSTAVL ,STRESC ,STRESL )
ELSEIF(MATTYP.EQ.OGDEN)THEN
C Ogden h y p e r e l a s t i c i t y model
CALL SWOGD
1( MODE ,NTYPE ,RSTAVC ,RSTAVL ,STRESC ,
2 STRESL )
ELSEIF(MATTYP.EQ.VMMIXD)THEN
C von Mises with mixed i s o t r o p i c / kinemat ic hardening ( i n f i n i t e s i m a l
C only )
CALL SWVMMX
1( MODE ,NLARGE ,NTYPE ,LALGVC ,LALGVL ,
2 RALGVC ,RSTAVC ,RSTAVL ,STRESC ,STRESL )
ELSEIF(MATTYP.EQ.COPLAS)THEN
C Concrete p l a s t i c model (L . Rodriguez 2010)
CALL SWCOPL
1( MODE ,NTYPE ,LALGVC ,LALGVL ,RALGVC ,
2 RSTAVC ,RSTAVL ,STRESC ,STRESL )
ELSEIF(MATTYP.EQ.CODAMA)THEN
C Concrete damage model (L . Herrera 2010)
CALL SWCODA
1( MODE ,NTYPE ,LALGVC ,LALGVL ,RALGVC ,
2 RSTAVC ,RSTAVL ,STRESC ,STRESL )
C∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗
C∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗ MATERIAL SCM ∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗
ELSEIF(MATTYP.EQ.CONSCM)THEN
C Mater ia l f i s u r a d i s t r i b u i d a ro tante SCM para t e s i s de JCT
CALL SWSCM
1( MODE ,NTYPE ,LALGVC ,LALGVL ,RALGVC ,




C Error : Mater ia l type not r e c o g n i s e d




Lista 5.4: Interfase de lectura de datos del material MATISW.
Según sea el resultado de la iteración, el algoritmo SWSCM actualiza los esfuerzos y las deformaciones
en cada punto de Gauss de cada elemento finito. Dicho resultado puede ser convergencia, no convergencia
o divergencia. para lo anterior se define la variable entera MODE. El valor que tome esta variable permite
al programa identificar alguna de las tres anteriores situaciones:
• MODE = 1: Ocurre cuando hay convergencia en la iteración. Los valores de las variables internas
con que se logró dicha convergencia, son asignados a las variables de estado.
• MODE = 2: Esta situación se presenta cuando se inicia el análisis de un nuevo incremento, y en
consecuencia, el valor de la variables internas será igual al valor que contienen las variables de
estado, con el fin que las primeras adopten los valores con que se logró la convergencia en incremento
inmediatamente anterior.
• MODE = 3: Situación en que se agotan las iteraciones y se debe proceder a un corte del incremento,
es decir, el tamaño de este se reduce a la mitad. En este caso las variables internas toman el valor
con que se convergió en el incremento anterior.
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El código de programación de la subrutina SWSCM se presenta en la lista 5.5, en donde se observa
que los esfuerzos son almacenados en el arreglo STRESC o STRESL, y las deformaciones en los arreglos
RSTAVC o RSTAVL. El código de este algoritmo es similar al que poseen la gran mayoŕıa de modelos
constitutivos contenidos en el programa.
Programación: 5.6 El algoritmo de actualización de datos del material SWSCM, se invoca con la siguiente
linea de control: HYPLAS→ SWITCH→ MATISW→ SWSCM.
SUBROUTINE SWSCM
1( MODE ,NTYPE ,LALGVC ,LALGVL ,RALGVC ,
2 RSTAVC ,RSTAVL ,STRESC ,STRESL )
C Toda v a r i a b l e cuya i n i c i a l e s comienzan ent re A y H o ent re O y Z seran de doble p r e c i s i o n
IMPLICIT DOUBLE PRECISION (A−H,O−Z)
C Toda v a r i a b l e s con i n i c i a l e s ent r e I y N seran e n t e r a s




C Dimensionamiento o r i g i n a l
C DIMENSION
C 1 LALGVC(∗ ) ,LALGVL(∗ ) ,RALGVC(∗ ) ,
C 2 RSTAVC(∗ ) ,RSTAVL(∗ ) ,STRESC(∗ ) ,
C 3 STRESL(∗ )
C Dimensionamiento JCT para poder v i s u a l i z a r e l conten ido completo de
C l o s a r r e g l o s .
DIMENSION
1 LALGVC(2) ,LALGVL(2) ,RALGVC(1) ,
2 RSTAVC(5) ,RSTAVL(5) ,STRESC(4) ,
3 STRESL(4)
C∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗
C MODE=0: I n i t i a l i s e s the r e l e v a n t data .
C
C MODE=1: Ass igns cur rent va lue s o f the s t a t e v a r i a b l e s to
C converged s o l u t i o n (when the cur rent i t e r a t i o n
C s a t i s f i e s the convergence c r i t e r i o n ) .
C
C MODE=2: Ass igns the l a s t converged s o l u t i o n to cur rent s t a t e
C v a r i a b l e s va lue s (when a new i t e r a t i o n i s r e q u i r e d by
C the i t e r a t i v e p r o c e s s ) .
C
C MODE=3: Ass igns the l a s t converged s o l u t i o n to cur rent s t a t e
C v a r i a b l e s va lue s (when increment c u t t i n g i s r e q u i r e d ) .
C∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗
C Este IF sobra ya que NTYPE debe s e r s iempre 1 , 2 o 3 , es dec i r ,
C SIEMPRE se cumple e l IF , por t a l l a a s i g n a c i o n podr ia s e r s i en IF







IF (MODE.EQ. 0 )THEN




DO 10 I =1,NLALGV
LALGVC( I ) =.FALSE.
10 CONTINUE
C RSTAVA s t o r e s the i n f i n i t e s i m a l e l a s t i c e n g i n e e r i n g s t r a i n t e n s o r
C ( e n g i n e e r i n g l o g a r i t h m i c s t r a i n s in l a r g e s t r a i n s ) and the e f f e c t i v e





IF (MODE.EQ. 1 )THEN
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DO 20 I =1,NSTRE
STRESL( I )=STRESC( I )
20 CONTINUE
DO 30 I =1,NRSTAV
RSTAVL( I )=RSTAVC( I )
30 CONTINUE
DO 40 I =1,NLALGV
LALGVL( I )=LALGVC( I )
40 CONTINUE
C A c t u a l i z a c i o n de e s f u e r z o s y deformac iones .
CALL RVZERO(RALGVC,NRALGV)
ELSEIF(MODE.EQ. 2 .OR.MODE.EQ. 3 )THEN
DO 50 I =1,NSTRE
STRESC( I )=STRESL( I )
50 CONTINUE
DO 60 I =1,NRSTAV
RSTAVC( I )=RSTAVL( I )
60 CONTINUE
DO 70 I =1,NLALGV
LALGVC( I )=LALGVL( I )
70 CONTINUE
IF (MODE.EQ. 3 )THEN







Lista 5.5: Subrutina de actualización de datos del material constitutivo SWSCM.
5.3.4. Cálculo de la matriz constitutiva tangente
La subrutina CTSCM2 calcula la matriz constitutiva tangente del modelo de fisura distribuida rotante en
cada uno de los puntos de Gauss de un elemento finito, para una condición plana de esfuerzos o plana de
deformaciones como se indica en las secciones 3.7.1, 3.7.3 y 3.7.5.




en el punto de Gauss mediante integración numérica (ecuación 5.4). Conociéndose las rigideces en cada
punto, el programa en el módulo general se encarga de sumar dichas matrices de rigidez para obtener




. Posteriormente en el módulo general, cada matriz se
transforma a coordenadas globales del problema por medio de la matriz de transformación correspondien-





para obtener la matriz de rigidez global de toda la estructura [K], que termina siendo un vector debido
al uso del método frontal de Irons, 1969.
Para que lo anterior ocurra, es necesario introducir un algoritmo de cálculo que ejecute la teoŕıa del
modelo de fisura distribuida rotante que se presenta en la sección 3.7. Lo cual tiene como único propósito




en cada punto de Gauss g, para posteriormente llegar a
encontrar la matriz de rigidez [K] del sólido.
El programa posee una interface para el cálculo de la matriz constitutiva tangente que se llama
MATICT5, que en primera medida para el caso de deformaciones infinitesimales calcula en cada punto de
Gauss el incremento de las deformaciones {ε}i+1 = {ε}i + {∆ε}i, mientras que para una condición de
deformaciones finitas encuentra el tensor gradiente de deformación F en dichos puntos. Posteriormente,
esta interface identifica el material constitutivo del elemento finito de estudio, para luego llamar a la
5MATICT por sus siglas en ingles MATerial Interface for Consistent Tangent.
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sea el modelo constitutivo que aplique. En el caso de este trabajo, se reitera que dicho algoritmo se llama
CTSCM2.
Programación: 5.7 Es necesario incluir una nueva linea de programación en la interface MATICT, con la
cual el programa identifica el material correspondiente al modelo de fisura distribuida rotante CONSCM, y llama
a la subrutina CTSCM2 para realizar el cálculo de la matriz constitutiva tangente. Dicha linea se adiciona en
el condicional de la variable MATTYP, como se muestra a continuación:
SUBROUTINE MATICT
1( DETF ,KUNLD ,MBDIM ,MGDIM ,
2 NLARGE ,NTYPE ,
3 AMATX ,DMATX ,EINCR ,FINCR ,IPROPS ,
4 LALGVA ,RALGVA ,RPROPS ,RSTAVA ,RSTAV2 ,
5 STRES ,ICOUNT ,IELEM ,IGAUSP ,ICUTNR ,
6 NNDODE , IITER , IINCS )
C Se agrega un v a l o r de entrada a d i c i o n a l a l a subrut ina que es EINCR = Deformaciones
C i n f i n i t e s i m a l e s en e l e f # IELEM en e l punto de gauss IGAUS
IMPLICIT DOUBLE PRECISION (A−H,O−Z)
C
INCLUDE ’ . . /MATERIAL. INC ’






1 AMATX(MGDIM,MGDIM) ,DMATX(MBDIM,MBDIM) ,EINCR(MBDIM) ,
2 FINCR( 3 , 3 ) ,IPROPS(∗ ) ,LALGVA(∗ ) ,
3 RALGVA(∗ ) ,RPROPS(∗ ) ,RSTAVA(∗ ) ,
4 RSTAV2(∗ ) ,STRES(∗ )
C Local a r rays and v a r i a b l e s
LOGICAL EPFLAG ,IFPLAS
DIMENSION
1 BETRL(MSTRA) ,STRAT(MSTRA) ,STRESK(4)
C∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗
C MATERIAL INTERFACE FOR CONSISTENT TANGENT COMPUTATION ROUTINE CALLS:
C ACCORDING TO THE MATERIAL TYPE, CALLS MATERIAL−SPECIFIC TANGENT
C COMPUTATION ROUTINE
C REFERENCE: Figure 5 .5 / S e c t i o n s 5 . 7 . 4 , 5 . 7 . 6
C∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗
C Star t by i d e n t i f y i n g the m ate r i a l type and c l a s s
C MATTYP=IPROPS(1) Nombre de l m ate r i a l c o n s t i t u t i v o de l e f # IELEM, p . e , CONSCM, VMISES
MATTYP=IPROPS(1)
C MATCLS=IPROPS(2) Clase de l mat e r i a l c o n s t i t u t i v o , p . e HYPEPL,HYPER,SYNCR. La c l a s e de l
C m ate r i a l i n d i c a como c a l c u l a r de formac iones ( i n f i n i t e s i m a l e s o f i n i t a s ) y como s e r a e l
C a lgor i tmo para s o l u c i o n de l o s e s f u e r z o s .
MATCLS=IPROPS(2)
C
C Then c a l l ma te r i a l c l a s s / type−s p e c i f i c r o u t i n e s
C Dependiendo de l a c l a s e de l ma te r i a l MATCLS se l lamara a l bloque c o r r e s p o n d i e n t e a l mismo
C∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗
C −−−−−−−−−−−− Mater ia l t i p o HYPEPL NUESTRO CASO−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−
C∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗
IF (MATCLS.EQ.HYPEPL)THEN
C 1) E l a s t i c / e l a s t o−p l a s t i c m a t e r i a l s with l o g a r i t h m i c f i n i t e s t r a i n extens i on
C Retr i eve cur rent s t r e s s





IF (NLARGE.EQ. 1 )THEN
C −−−−−−−−−−−−− I n i c i o NLARGE=1−> Deformaciones F i n i t a s −−−−−−−−−−−−−−−−−
C Large s t r a i n s : compute l a s t e l a s t i c t r i a l LOGARITHMIC s t r a i n E l a s t i c t r i a l l e f t
C Cauchy−Green t en s o r
CALL BETRIA
1( BETRL ,RSTAV2 ,FINCR ,NTYPE )
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C E l a s t i c t r i a l e u l e r i a n l o g a r i t h m i c s t r a i n
CALL LOGSTR
1( BETRL ,STRAT ,NTYPE )
DETFT=DETF
IF (NTYPE.EQ. 1 )THEN
C Compute t o t a l deformation gr ad i e n t ( i n c l u d i n g t h i c k n e s s s t r a i n c o n t r i b u t i o n ) f o r
C plane s t r e s s , accord ing to m ate r i a l model
IF (MATTYP.EQ.ELASTC)THEN
C. . . E l a s t i c ( Hencky m ate r i a l in l a r g e s t r a i n )
CALL TUEL (DETFT, RSTAVA, DUMMY, 0)
ELSEIF(MATTYP.EQ.VMISES)THEN
C. . . von Mises e l a s t o−p l a s t i c
CALL TUVM (DETFT, RSTAVA, DUMMY, 0)
ELSE
C . . . Error : Mater ia l type not r e c o g n i s e d or not implemented f o r f i n i t e s t r a i n s under
C plane s t r e s s
CALL ERRPRT( ’ EI0059 ’ )
ENDIF
ENDIF
C r e t r i e v e cur rent KIRCHHOFF s t r e s s in l a r g e s t r a i n s
CALL RVSCAL(STRESK, 4 ,DETFT)
C −−−−−−−−−−−−− Fin NLARGE=1−> Deformaciones f i n i t a s −−−−−−−−−−−−−−−−−−−
C
ELSE
C −−−−−−−−−−−−− I n i c i o NLARGE=0 −> Deformaciones I n f i n i t e s i m a l e s −−−−−−−
C Small s t r a i n s : compute l a s t e l a s t i c t r i a l INFINITESIMAL s t r a i n
C∗∗∗∗∗∗∗∗∗ DO 60 a c t u a l i z a l a nueva deformacion , sumandole a l a a n t e r i o r e l incremento obtenido






C −−−−−−−−−−−−− Fin NLARGE=0 −> Deformaciones I n f i n i t e s i m a l e s −−−−−−−−−−
C
C Set p l a s t i c e l a s t o−p l a s t i c tangent f l a g
IF (MATTYP.NE.ELASTC)THEN
IFPLAS=LALGVA(1)







C Cal l ma te r i a l type−s p e c i f i c r o u t i n e s
C Segun e l nombre de l mate r i a l c o n s t i t u t i v o de l e f # IELEM, se l lama a l a CTXX c o r r e s p .
IF (MATTYP.EQ.ELASTC)THEN
C E l a s t i c
CALL CTEL (DMATX, NTYPE, RPROPS)
ELSEIF(MATTYP.EQ.TRESCA)THEN
C Tresca
IF (NTYPE.EQ. 1 )THEN
CALL CTTRPN (DMATX, EPFLAG, IPROPS, LALGVA, RPROPS,
1 RSTAVA, STRAT, STRESK)
ELSEIF(NTYPE.EQ. 2 .OR.NTYPE.EQ. 3 )THEN
CALL CTTR (DMATX, EPFLAG, IPROPS, LALGVA, NTYPE,




IF (NTYPE.EQ. 1 )THEN
CALL CTVMPS (RALGVA, DMATX, EPFLAG, IPROPS, NTYPE,
1 RPROPS, RSTAVA, STRESK)
ELSEIF(NTYPE.EQ. 2 .OR.NTYPE.EQ. 3 )THEN
CALL CTVM (RALGVA, DMATX, EPFLAG, IPROPS, NTYPE,
1 RPROPS, RSTAVA, STRESK)
ENDIF
ELSEIF(MATTYP.EQ.VMISTC)THEN
C von Mises with d i f f e r e n t hardening t h r e s h o l d
IF (NTYPE.EQ. 1 )THEN
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CALL CTVMTC (RALGVA, DMATX, EPFLAG, IPROPS, NTYPE,
1 RPROPS, RSTAVA, STRESK)
ELSEIF(NTYPE.EQ. 2 .OR.NTYPE.EQ. 3 )THEN




CALL CTMC (DMATX, EPFLAG, IPROPS, LALGVA, NTYPE,
1 RPROPS, RSTAVA, STRAT, STRESK)
ELSEIF(MATTYP.EQ.DRUPRA)THEN
C Drucker−Prager
IF (NTYPE.EQ. 1 )THEN
CALL CTDPPN (RALGVA, DMATX, EPFLAG, IPROPS, LALGVA,
1 NTYPE, RPROPS, RSTAVA, STRAT)
ELSEIF(NTYPE.EQ. 2 .OR.NTYPE.EQ. 3 )THEN
CALL CTDP (RALGVA, DMATX, EPFLAG, IPROPS, LALGVA,
1 NTYPE, RPROPS, RSTAVA, STRAT)
ENDIF
ELSEIF(MATTYP.EQ.LEMDAM)THEN
C Lemaitre ’ s d u c t i l e damage model
CALL CTDAMA (RALGVA, DMATX, EPFLAG, IPROPS, NTYPE,
1 RPROPS, RSTAVA, STRESK)
ELSEIF(MATTYP.EQ.DAMELA)THEN
C I s o t r o p i c a l l y damaged i s o t r o p i c e l a s t i c m ate r i a l with crack c l o s u r e e f f e c t s
CALL CTDMEL (DMATX, NTYPE, RPROPS, STRAT, STRESK)
ELSEIF(MATTYP.EQ.COPLAS)THEN
C Concrete p l a s t i c model (L . Rodriguez 2010)
CALL CTCOPL (RALGVA, DMATX, EPFLAG, IPROPS, NTYPE,
1 RPROPS, RSTAVA, STRESK)
ELSEIF(MATTYP.EQ.CODAMA)THEN
C Concrete damage model (L . Herrera 2010)
CALL CTCODA (RALGVA, DMATX, EPFLAG, IPROPS, NTYPE,
1 RPROPS, RSTAVA, STRESK)
C======================================================================
C=============== JCT − CONCRETO FISURA DISTRIBUIDA SCM=================
ELSEIF(MATTYP.EQ.CONSCM)THEN
CALL CTSCM2 (DMATX, NTYPE, RPROPS, STRAT, MBDIM,
1 MSTRA, ICOUNT, IELEM, IGAUSP, ICUTNR,




C Error : Mater ia l type not r e c o g n i s e d
CALL ERRPRT( ’ EI0044 AQUI ’ )
ENDIF
C Perform extra k inemat i ca l o p e r a t i o n s r e q u i r e d by m a t e r i a l s o f t h i s c l a s s at l a r g e
C s t r a i n s f o r computation o f the s p a t i a l modulus ’ a ’
C NLARGE=1−>deformac iones f i n i t a s −>Adic iona l a l c a l c u l o de l a matr iz de r i g i d e z de l
C e f # IELEM, se r e q u i e r e c a l c u l a r modulo e s p a c i a l
IF (NLARGE.EQ. 1 )THEN
CALL CSTEP2 (AMATX, BETRL, DMATX, STRES, DETFT, NTYPE)
ENDIF
C∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗
C−−−−−−−−−−−−−−−−−−−− Mater ia l t i p o VIDRIO −−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−
C∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗
ELSEIF(MATCLS.EQ.SINCRY)THEN
C 2) S i n g l e c r y s t a l a n i s o t r o p i c e l a s t o−p l a s t i c models
C Set p l a s t i c l oad ing / unloading f l a g
IFPLAS=LALGVA(1)





C Cal l ma te r i a l type−s p e c i f i c r o u t i n e s
C −−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−
IF (MATTYP.EQ.PDSCRY)THEN
C Planar double s l i p s i n g l e c r y s t a l
CALL CSTPDS (AMATX, RALGVA, EPFLAG, FINCR, IPROPS,
1 LALGVA, NTYPE, RPROPS, RSTAVA, RSTAV2, STRES)
ELSE
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C . . . Error : Mater ia l type not r e c o g n i s e d
CALL ERRPRT( ’ EI0044 ’ )
ENDIF
C∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗
C−−−−−−−−− Mater ia l t i p o para de formac iones f i n i t a s UNICAMENTE −−−−−−−−−
C∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗
ELSEIF(MATCLS.EQ.HYPER)THEN
C 3) Generic i s o t r o p i c f i n i t e h y p e r e l a s t i c i t y models




CALL CSTOGD (AMATX, RSTAVA, IPROPS, NTYPE, RPROPS, STRES)
ELSE
C Error : Mater ia l type not r e c o g n i s e d
CALL ERRPRT( ’ EI0044 ’ )
ENDIF
C∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗
C−−− Mater ia l p l a s t i c o , para de formac iones f i n i t a s e i n f i n i t e s i m a l e s −−−
C∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗
ELSEIF(MATCLS.EQ.PLASTC)THEN
C 4) Elasto−p l a s t i c m a t e r i a l s with smal l s t r a i n implementation only
C
IFPLAS=LALGVA(1)






C von Mises with mixed i s o t r o p i c / kinemat ic hardening
CALL CTVMMX (RALGVA, DMATX, EPFLAG, IPROPS, NTYPE,
1 RPROPS, RSTAVA, RSTAV2, STRES)
ELSE
C Error : Mater ia l type not r e c o g n i s e d
CALL ERRPRT( ’ EI0044 ’ )
ENDIF
ELSE
C Error : Mater ia l c l a s s not r e c o g n i s e d





Lista 5.6: Interface de cálculo de la matriz constitutiva tangente – MATICT.
El algoritmo CTSCM2 calcula la matriz constitutiva tangente para el modelo de fisura distribuida
rotante, y en consecuencia es un algoritmo completamente nuevo dentro del programa HYPLAS. Este
consta de un conjunto de cálculos y subrutinas internas (DEFPL1, DEFPL2, NRJCT, ETSCM, DTSC1A, etc),





= [DMATX], la cual tiene tres posibilidades según sea el estado de deformación: 1)
elástica, 2) fisurada–cohesiva o 3) nula (pérdida de cohesión).
Programación: 5.8 Como ya se mencionó, la subrutina CTSCM2 es un algoritmo completamente nuevo cuya





. El código de dicha subrutina se presenta a continuación y su diagrama de flujo
se encuentra en la figura 5.1
SUBROUTINE CTSCM2 (DMATX, NTYPE, RPROPS, STRAT, MBDIM,
1 MSTRA, ICOUNT, IELEM, IGAUSP, ICUTNR,
2 NNODE, IITER , IINCS )
C SUBRUTINA QUE TIENE POR OBJETIVO CALCULAR LA MATRIZ CONSTITUTIVA TANGENTE DMATX DE 3x3 .
C STRAT=Vector de de formac iones que se incrementa en e l DO 60 de MATICT que es quien invoca
C Toda v a r i a b l e e s c a l a r con i n i c i a l ent r e A y H o ent re O y Z s e r a de doble p r e c i s i o n
IMPLICIT DOUBLE PRECISION (A−H,O−Z)
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C Toda v a r i a b l e e s c a l a r con i n i c i a l ent r e I y N s e r a entera
IMPLICIT INTEGER ( I−N)
C Hyplas database : Global parameters and common b locks
INCLUDE ’ . . /MAXDIM. INC ’
C INCLUDE ’ . . /MATERIAL. INC ’
C INCLUDE ’ . . /ELEMENTS. INC ’
C INCLUDE ’ . . /GLBDBASE. INC ’
C ∗∗∗∗ Se i n c l u y e l a base de datos g l o b a l de l problema SCM JCT donde e s t a d e f i n i d o globalmente
C VRLENG,ENNHIS, PHIST∗∗∗∗∗∗
INCLUDE ’ . . /JCTDBASE. INC ’
C Se d e f i n e n parametros = i n m o d i f i c a b l e s en e l cod igo
PARAMETER(MSTRS=4)
PARAMETER( PI =3.14159)
C Dec larac ion de a r r e g l o s JCT
DOUBLE PRECISION DEFP(3) , P1 (3 ) , P2 (3 ) , P3 (3 ) , ETAN( 6 , 6 ) ,
1 ESFV(MSTRS) , ESFP (3) , DEFOR(MBDIM) , PALMC(3)
C




1 DMATX(MBDIM,MBDIM) ,RPROPS(∗ ) , STRAT(MSTRA)
DATA
1 R0 ,R1 ,R2 ,R3 ,R4 ,R27 ,R30 ,RP1 /
2 0 .0D0 , 1 . 0D0 , 2 . 0D0 , 3 . 0D0 , 4 . 0D0 , 2 7 . 0D0 , 3 0 . 0D0 , 0 . 1D0/
DATA R162 /162 .0D0/
DATA RREDC/0.01D0/
DATA RREF/3 .0 D15/
C Formato de impres ion DL y JCT
777 FORMAT (5X,A, I3 )
C∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗
C SUBRUTINA QUE CALCULA LA MATRIZ DE RIGIDEZ TANGENTE DMATX DEL EF#IELEM
C EN EL PUNTO DE GAUSS = IGAUS.
C∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗
C Impres ion en p a n t a l l a de l # de EF en e s t u d i o y de su punto de gauss
C WRITE (∗ , 777) ’EF # = ’ , IELEM
C WRITE (∗ , 777) ’ Pto de gauss # = ’ , IGAUSP
















C I n i c i a l i z a r s o l u c i o n ENNCS y ancho de banda H
ENNCS=R0
H=R0
C Calculo de l o ng i tud c a r a c t e r i s t i c a RLCH de l ” ma te r i a l ”
RLCH=(YOUNG∗GTT) /(FT∗∗2)
C Calculo de l o ng i tud c a r a c t e r i s t i c a RLEF de l e lemeto f i n i t o ( e f )
RLEF=VRLENG(IELEM)
C Calculo de l a deformacion e l a s t i c a maxima
EEMAX=FT/YOUNG
C I n i c i a l i z a c i o n de ICUTNR
ICUTNR=.FALSE.
C∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗
C I n i c i a l i z a c i o n en 0 ‘ s de l a matr iz DMATX de modulos tangentes . IMPORTANTE que vaya LLENA
C DE 0 ’ s s i n o l l e v a r a basura
CALL JCTZER (DMATX,MBDIM)
C Cambio de nombre de l a s de formac iones de STRAT a DEFOR, se emplea DEFOR ya que
C o r i g i na l m en t e todo e l cod igo a l r e f e r i r s e a l a s de formac iones se hace por medio de DEFOR
C Las de formac iones que maneja HYPLAS son i n g e n i e r i l e s gamaxy=2∗ e p s i l o n x y . Las de formac iones
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C que maneja e l modelo SCM son c i e n t i f i c a s ( e p s i l o n ) , ya que l a s ecuac ione s se der ivaron de
C e x p r e s i o n e s t e n s o r i a l e s de l t e n s o r deformaciones−> C i e n t i f i c a s .
C STRAT( i )=RSTAVA2( i )+EINCR( i )=Deformaciones + Incremeto de deformacion .
C RSTAVA(1)=e11 ; RSTAVA(2)=e22 ; RSTAVA(3)=gama12−> i n g e n i e r i l
DEFOR(1)=STRAT(1)
DEFOR(2)=STRAT(2)
C RSTAVA(3)=gama12 −> Pero SCM maneja de formac iones c i e n t i f i c a s ( e p s i l o n 1 2 ) . Para c o n v e r t i r
C DEFOR(3) en c i e n t i f i c a se debe /2
C STRAT(3)=gama12=2∗ e p s i l o n 1 2 −> DEFOR(3)=STRAT(3) /2=2∗ e p s i l o n 1 2 /2 −> DEFOR(3)=e p s i l o n 1 2
DEFOR(3)=STRAT(3) /R2
DEFOR(4)=STRAT(4)
C RSTAVA −> Deformaciones i n g e n i e r i l e s .
C STRAT −> Deformaciones i n g e n i e r i l e s
C DEFOR −> Deformaciones c i e n t i f i c a s
C∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗
C Var iab le s e l e c t o r a de l a subrut inas para c a l c u l a r de formac iones p r i n c i p a l e s
C ID2D=1−>Estado PLANO ESFUERZOS. Se u t i l i z a e l a lgor i tmo 2D DEFPL1 para e l c a l c u l o de
C deformac iones p r i n c i p a l e s , e s un a lgor i tmo EXLUSIVO para
C PLANO DE ESFUERZOS.
C ID2D=2−>Estado PLANO DEFORMACIONES. Se u t i l i z a e l a lgor i tmo 2D DEFPL2 hecho a l a medida para
C e l c a l c u l o de deformac iones p r i n c i p a l e s , para un estado
C PLANO DEFORMACIONES
C ID2D=3−>NO UTILIZAR , estado plano de e s f u e r z o . NO UTILIZAR
C
C Var iab le s e l e c t o r a que c a l c u l a l a deformacion ult ima EF ( luego de l a cua l se p i e r d e cohes ion )
C IEF c o n t r o l a que t i p o de subrut ina se a p l i c a para a l c a l c u l o de l a d i r e c c i o n e s p r i n c i p a l e s
C de deformacion
C IEF=1−>Estado PLANO ESFUERZOS. VECPL1 c a l c u l a l a s d i r e c c i o n e s p r i n c i p a l e s de deformacion .
C VECPL1 es EXCLUSIVO para encontrar l a s d i r e c c i o n e s p r i n c i p a l e s
C para un estado PLANO ESFUERZOS.
C Se u t i l i z a EF=DMAX/H −> VARIABLE, cada e f t i e n e su EF
p a r t i c u l a r
C IEF=2−>Estado PLANO DEFORMACIONES. VECPL2 c a l c u l a l a s d i r e c c i o n e s p r i n c i p a l e s de deformacion .
C VECPL2 es EXCLUSIVO para encontrar l a s d i r e c c i o n e s
C p r i n c i p a l e s para un estado PLANO DEFORMACION.
C Se u t i l i z a EF=DMAX/H −> VARIABLE, cada e f t i e n e su
C EF p a r t i c u l a r .
C IEF=3−>Se u t i l i z a EF=DMAX/RLCH −> EF s e r i a e l mismo para todo elemento f i n i t o , s i n importar
C su tamano
C
C Var iab le s e l e c t o r a para determinar s i DMATX bajo cond i c i on plana de e s f u e r z o s se c a l c u l o
C a n a l i t i c a o condensada .
C IDT1=1−>DMATX ANALITICA, despejando l a s t a s a s de deformacion 33 ,23 y 13 y reemplazando
C IDT1=2−>DMATX REORGANIZAR y CONDENSAR
C∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗
IF (NTYPE.EQ. 1 )THEN














C A) Se debe eva luar s i e l estado de deformacion es nulo (1 ra i t e r a c i o n e s de l 1 er incremento )
C A. 1 ) Deformaciones = 0 − > DMATX = E l a s t i c a −> CTEL
C A. 2 ) Deformaciones d i f e r e n t e s de 0 −> Hal l a r de formac iones p r i n c i p a l e s .
C∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗
C I n i c i a l i z a c i o n de booleana que i n d i c a r a s i e l estado de deformac iones es nulo o no .
DN=.FALSE.




C∗∗∗∗∗ A. 1 ) DN=.TRUE. −> estado de deformacion nulo (1 ra i t e r a c i o n de l 1 er incremento )
158 5.3. Módulo del material
IESTAD=0
C Calculo de l a matr iz c o n s t i t u t i v a tangente e l a s t i c a −> estado de deformacion es nulo .
CALL CTEL (DMATX, NTYPE, RPROPS)
C
ELSE
C∗∗∗∗∗ A. 2 ) DN=.FALSE. −> estado de de formac iones NO nulo
C−−−−−−−− Calculo de l a s de formac iones p r i n c i p a l e s de l estado NO nulo . OBJETIVO EI , segun ID2D
SELECT CASE(ID2D)
CASE(1)
C Estado plano de ESFUERZOS.
CALL DEFPL1 ( EI , EII , EIII ,DEFOR, POISS , TESTIG, ITEST , LI ,MBDIM,
2 IGAUSP, IELEM, 1 ,ICOUNT,RLAMDA,RNU, IITER , IINCS ,
3 E33REC)
CASE(2)
C Estado plano de DEFORMACIONES.
CALL DEFPL2 ( EI , EII , EIII ,DEFOR, POISS , TESTIG, ITEST , LI ,MBDIM,
2 IGAUSP, IELEM, 1 ,ICOUNT,RLAMDA,RNU, IITER , IINCS ,
3 E33REC)
CASE(3)
C NO UTILIZAR Estado plano de e s f u e r z o s .
CALL DEFPL1 ( EI , EII , EIII ,DEFOR, POISS , TESTIG, ITEST , LI ,MBDIM,
2 IGAUSP, IELEM, 1 ,ICOUNT,RLAMDA,RNU, IITER , IINCS ,
3 E33REC)
END SELECT




C A. 2 . 1 ) EI<=EEMAX −> A. 2 . 1 . 1 VERDADERO −> Estado cohes ivo ELASTICO −> DMATX=ELASTICO
C −> Calculo con CTEL.
C A. 2 . 1 . 2 FALSO −> Determinar s i e s cohes ivo f i s u r a d o SCM o
C perdida de cohes ion
C ∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗
C∗∗∗∗∗∗∗ A. 2 . 1 )
IF ( EI .LE.EEMAX) THEN
C∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗ A. 2 . 1 . 1 ) VERDADERO −> EI<=EEMAX −> Estado cohes ivo ELASTICO −> DMATX=ELASTICO−> CTEL
IESTAD=1
1111 CALL CTEL (DMATX, NTYPE, RPROPS)
C
ELSE
C∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗ A. 2 . 1 . 2 ) FALSO −> EI>EEMAX puede s e r estado SCM ( f i s u r a d o cohes ivo ) o perdida de cohe
C−−−−−−−−−−−−−Calculo de H para poder determinar l a deformacion ult ima de perdida de cohes ion EF
SELECT CASE( IEF )
CASE(1)
C Estado PLANO ESFUERZOS
C Calculo de l ancho de banda H proyectado −> J i r a s e k pag 37
C VECPL1 h a l l a d i r e c c i o n e s p r i n c i p a l e s de deformacion para estado plano de
ESFUERZOS
CALL VECPL1 (DEFOR, EI , EII , EIII , P1 , P2 , P3 , POISS , TESTIG,
2 ITEST , LI ,MBDIM,BAND,ICOUNT,IELEM,IGAUSP, 1 ,
3 RLAMDA,RNU, IITER , IINCS )
IF (BAND) THEN
C WRITE (∗ , 777) ’P1 f u e r a de l plano−>In te . nombres CAL H’
C PAUSE
ENDIF
C PRODOT obt i ene e l maximo producto punto ent re l o s v e c t o r e s que unen nudos
C ( conten idos en l a h ipe rmatr i z VECNOD) , y un vec to r en l a d i r e c c i o n p r i n c i p a l en
C que se d e s a r r o l l a l a f i s u r a , e s d e c i r P1 , por t a l H=max( abs (P1 o VECNOD( f i l a i ) ) )




C Estado PLANO DEFORMACIONES
C Calculo de l ancho de banda H proyectado −> J i r a s e k pag 37
C VECPL2 h a l l a d i r e c c i o n e s p r i n c i p a l e s de deformacion para estado plano de
DEFORMACIONES
CALL VECPL2 (DEFOR, EI , EII , EIII , P1 , P2 , P3 , POISS , TESTIG,
2 ITEST , LI ,MBDIM,BAND,ICOUNT,IELEM,IGAUSP, 1 ,
3 RLAMDA,RNU, IITER , IINCS )
IF (BAND) THEN
C WRITE (∗ , 777) ’P1 f u e r a de l plano−>In te . nombres CAL H’
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C PAUSE
ENDIF
C PRODOT obt i ene e l maximo producto punto ent re l o s v e c t o r e s que unen nudos
C ( conten idos en l a h ipe rmatr i z VECNOD) , y un vec to r en l a d i r e c c i o n p r i n c i p a l en
C que se d e s a r r o l l a l a f i s u r a , e s d e c i r P1 , por t a l H=max( abs (P1 o VECNOD( f i l a i ) ) )








C########### Calculo de EF = deformacion ult ima de perdida de cohes ion EF o EPEN
C ILEY es una v a r i a b l e almacenada en e l vec to r RPROPS(8) . EPEN=0 Se u t i l i z a en e l
C caso 2 = Exponencial , pero es n e c e s a r i o e s t e dec larada en l o s casos 1 y 3 por








C ILEY=2−>Ley Exponencial −> Calcu la r EPEN
EPEN=GTT/(FT∗H)
C EF se hace=30 para que pase e l IF ( EI<EF) A. 2 . 1 . 2 ) en e l caso de l a exponenc ia l ,
C ya que e s t a es a s i n t o t i c a a l cero , y e l l i m i t e de deformacion ult ima EF no e x i s t e
EF=RREF
CASE(3)





C A. 2 . 1 . 2 ) EEMAX<EI<=EF −> A. 2 . 1 . 2 . a VERDADERO −> Estado cohes ivo FISURADO
C −> APLICAR SCM −> DMATX=CTSCM
C A. 2 . 1 . 2 . b FALSO −> Sin Cohesion DMATX=0
C ∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗
C∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗ A. 2 . 1 . 2 )
IF ( EI .LE.EF) THEN
C∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗A. 2 . 1 . 2 . a EEMAX<EI<EF −> Estado Fisurado Cohesivo SCM
IESTAD=2
JA=1
C Llamado de l Newton Rapshon (NR) que encuentra l a s 2 v a r i a b l e s n e c e s a r i a s −> ENNCS
C y EC para e l c a l c u l o de todos l o s terminos de DTAN ( matr iz c o n s t i t u t i v a tangente )
CALL NRJCT (RLAMDA,RNU,TRADEF, EI ,FT, C1 , C2 ,EF,EEMAX,ENNCS,EC,
2 JA,ICOUNT,IELEM,IGAUSP, 1 ,ICUTNR, IITER , IINCS ,
3 EPEN, ILEY)
C S e l e c t o r para saber s i NRJCT converge antes de l l e g a r a l l i m i t e de i t e r a c i o n e s = 20
IF (ICUTNR) THEN
C ICUTNR=TRUE −> NO hay convergenc ia en NRJCT −> Rango E l a s t i c o
C −> Calculo e l a s t i c o de DMAXT −> CTEL
IESTAD=1
RFF=(RLAMDA∗TRADEF)+R2∗RNU∗EI
C WRITE (∗ , 777) ’No hubo convergenc ia NR−>DMATX e l a s t i c ’
C WRITE (∗ ,∗ ) ’ Corte con l a v e r t i c a l de J i r a s e k MPa = ’ ,RFF
CALL CTEL (DMATX, NTYPE, RPROPS)
ENNCS=R0
ELSE
C Caso c o n t r a r i o −> ICUTNR=FALSE −> SI hay convergenc ia
C I n i c i a l i z a en 0 ’ s l a matr iz ETAN de 6x6 −> Importante para no l l e v a r basura
CALL JCTZER (ETAN, 6 )
C Llamado a ETSCM que c a l c u l a l a matr iz const . tangente para SCM de 6x6−>CASO GENERAL
C∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗ Truco para mejorar l a curva en l a bajada −> Se envia EC en v a l o r abso luto
EC=DABS(EC)
C∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗ Truco para mejorar l a curva en l a bajada −> Se envia EC en v a l o r abso luto
CALL ETSCM (ETAN, P1 , P2 , P3 ,RLAMDA,RNU, EI , EII , EIII ,EC,ENNCS)
C Reduccion de l a matr iz c o n s t i t u t i v a de 6x6 a 3x3 reducc ion a l plano 1−2
SELECT CASE(NTYPE)
CASE(1)
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C Estado PLANO ESFUERZOS. Calcu la DMATX (3 x3 ) a p a r t i r de ETAN (6 x6 ) .
SELECT CASE(IDT1)
CASE(1)
C So luc ion ANALITICA para DMATX
CALL DTSC1A (DMATX,ETAN,MBDIM)
CASE(2)




C Estado PLANO DEFORMACIONES. Calcula DMATX (3 x3 ) a p a r t i r de ETAN (6 x6 ) .
CALL DTSCM2 (DMATX,ETAN,MBDIM)
CASE(3)





C∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗ FIN A. 2 . 1 . a
ELSE
C∗∗∗∗∗∗∗∗∗ A. 2 . 1 . 2 . b FALSO −> Sin Cohesion {DMATXsincohesion}={DMATXelastica}∗1 % −> con e l f i n
C de e s t a b i l i z a r l a s o l u c i o n .
IESTAD=3
CALL CTEL (DMATX, NTYPE, RPROPS)
CALL MULTXK (DMATX,MBDIM,MBDIM,RREDC)
ENNCS=R0
C∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗ FIN A. 2 . 1 . 2 )
ENDIF





C NOTA: ENNCS y H no se as igna a RSTAVA en e s t a suburut ina . SI se as igna en SUSCM2
C
C Impres ion de l caso e j ecutado en p a n t a l l a
C SELECT CASE(IESTAD)
C CASE(0)
C WRITE (∗ , 777) ’ Estado de deformacion nulo DMATX−>CTEL’ , IESTAD
C CASE(1)
C WRITE (∗ , 777) ’ELASTICO DMATX−>CTEL’ , IESTAD
C CASE(2)
C WRITE (∗ , 777) ’FISURADO DMATX−>CTSCM’ , IESTAD
C CASE(3)






C SUBRUTINA QUE CALCULA LA MATRIZ DE RIGIDEZ TANGENTE DMATX DEL EF#IELEM
C EN EL PUNTO DE GAUSS = IGAUS.
C∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗










con la siguiente linea de control: HYPLAS→ FRONT→ ELEIST→ STSTD2→ MATICT→ CTSCM2.
La ejecución del algoritmo CTSCM2 requiere la invocación de otras subrutinas propias del cálculo de la
matriz constitutiva tangente, como lo son; ETSCM, DTSC1A, DTSC1B, DTSCM2 y CTEL. A continuación
se describe cada una de estas:
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CTSCM2
Extracción y cálculo de
nuevas variables a par-
tir del vector RPROPS




a cientificas: εij = γij2
Determinar problema
a analizar: plano
de esfuerzo o de
deformaciones. NTYPE
‖ε‖ = 0
Calculo de las deforma-
ciones principales,
segun NTYPE:
ε1 < ε2 < ε3
DEFPL1, DEFPL2
Traza de deformacio-
nes: tr (ε) = ε1 +ε2 +ε3
Deformacion elastica
maxima: εemax = ftEe
ε1 ≤ εemax
Calculo de las direccio-
nes principales segun















Abertura de fisura ma-
xima a la cual se pierde
cohesion, segun ley de
ablandamiento: δmax
Deformacion ultima
a la que se pierde







y su modulo Ec
NRJCT
Iniciacion de la repre-
sentacion matricial del
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5.3.4.1. ETSCM
El algoritmo ETSCM tiene como finalidad encontrar el tensor constitutivo tangente Etan, cuyos términos
se encuentran definidos en la ecuación 3.95, que se reescribe a continuación:
Etan = Ee − Etan2 − Etan3



























































(λ+ 2µ+ Etanc )
Etan es un tensor de cuarto orden que posee simetŕıa mayor, como se demostró en la sección 3.5.7.
Por tal motivo, este tensor se puede representar por medio de una matriz simétrica [ETAN] de 6x6. El
objetivo del algoritmo ETSCM es encontrar la representación matricial.
El tensor Etan se compone de una relación lineal entre tres tensores de cuarto orden, que también
poseen simetŕıa mayor, tal como se demostró en las secciones 3.5.2, 3.5.4 y 3.5.6. Por ende, el algoritmo
ETSCM consiste en tres subrutinas: ETAN1, ETAN2 y ETAN3, que se encargan de encontrar los tensores
Ee, Etan2 y Etan3 respectivamente. Conocidos los tres tensores se realiza la relación lineal entre ellos por
medio de la subrutina REST3.
La subrutina ETAN1 se encarga de hallar la representación matricial del tensor constitutivo elástico
Ee, el cual se indica en la tabla 3.1. Su cálculo solo requiere conocer el módulo de elasticidad Ee y el
módulo de Poisson ν, para luego calcular las constantes de Lamé como se indica en la ecuación 3.10.
La subrutina ETAN2 encuentra la representación matricial del tensor Etan2, cuyos términos están de-
finidos por la ecuación 3.87. Este cálculo requiere como dato de entrada las constantes de Lamé λ y µ, las
deformaciones principales ordenadas ε1, ε2 y ε3, la deformación de fisuración εcnn y los vectores principales
de deformación p̂ 1 , p̂ 2 y p̂ 1 .
La subrutina ETAN3 obtiene la representación matricial del tensor Etan3, que esta definido por medio
de la ecuación 3.90. Este operación necesita como dato de entrada el tensor constitutivo tangente Ee, la
dirección principal mayor de deformación p̂ 1 , las constantes de Lamé λ y µ, y el módulo tangente de
fisuración Etanc que se define en la ecuación 3.29. Este tensor es de carácter direccional, debido a que las
únicas dos medidas de fisuración que se involucran son: la dirección de fisuración p̂ 1 = n̂, y el módulo
tangente de fisuración Etanc .
Programación: 5.10 El código de programación de los algoritmos ETSCM, ETAN1, ETAN2 y ETAN3 se
presentan en las listas 5.8, 5.9, 5.10 y 5.11 respectivamente.
C−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−
C∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗ INICIO SUBRUTINA ETSCM ∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗
SUBROUTINE ETSCM (ETAN, P1 , P2 , P3 ,RLAMDA,RNU, EI , EII , EIII ,EC,ENNCS)
C Matriz de modulos tangentes de l EF, segun l a metodologia de l SCM dada por J i r a s e c k
C Toda v a r i a b l e s con i n i c i a l e s ent r e A y H o ent re O y Z seran de doble p r e c i s i o n
IMPLICIT DOUBLE PRECISION (A−H,O−Z)
C Toda v a r i a b l e con i n i c a l e s i , j , k , l ,m, n seran e n t e r a s
IMPLICIT INTEGER ( I−N)
C Dec larac ion de v e c t o r e s y matr i ce s
DOUBLE PRECISION ETAN( 6 , 6 ) , P1 (3 ) , P2 (3 ) , P3 (3 ) , EELAS( 6 , 6 ) ,
1 RNNC( 6 , 6 ) , TTC( 6 , 6 )
DATA
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1 R0 ,R1 ,R2 ,R3 ,R4 ,R27 /
2 0 .0D0 , 1 . 0D0 , 2 . 0D0 , 3 . 0D0 , 4 . 0D0 , 2 7 . 0D0/
C
C ETAN=EELAS−(2NU∗ENNCS∗NN)
C −{(EELAS doble cont ra ido N) d i a d i c o (N doble cont ra ido EELAS) }/(LAMDA+2NU+EC)
C ETAN=(1)−(2)−(3)
C I n i c i a l i z a en 0 ’ s l a matr iz o b j e t i v o ETAN
CALL JCTZER (ETAN, 6 )
C I n i c i a l i z a en 0 ’ s l a matr iz e l a s t i c a EELAS
CALL JCTZER (EELAS, 6 )
C I n i c i a l i z a en 0 ’ s l a matr iz RNNC=2NU∗ENNCS∗NN
CALL JCTZER (RNNC, 6 )
C I n i c i a en 0 ’ s l a matr iz TTC={(EELAS doble cont ra ido N) d i a d i c o (N doble cont ra ido EELAS) }
C /(LAMDA+2NU+EC)





CALL ETAN2 (RNNC,RLAMDA,RNU, P1 , P2 , P3 ,ENNCS, EI , EII , EI I I )
C Calculo TTC
CALL ETAN3 (TTC,RLAMDA,RNU, P1 , P2 , P3 ,EC,EELAS)
C
C−−−−−OBTENCION ETAN = EELAS−(2NU∗ENNCS∗NN)
C −{(EELAS doble cont ra ido N) d i a d i c o (N doble cont ra ido EELAS) }
C /(LAMDA+2NU+EC)
C ETAN = (1) −(2)−(3) −> ETAN=EELAS−RNNC−TTC
CALL REST3(ETAN,EELAS,RNNC,TTC, 6 )
RETURN
END
C∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗ FIN SUBRUTINA ETSCM ∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗
C−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−
Lista 5.8: Subrutina de cálculo del tensor constitutivo tangente Etan – ETSCM
C−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−
C∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗ INICIO SUBRUTINA ETAN1 = PARTE ELASTICA∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗
SUBROUTINE ETAN1 (EELAS,RLAMDA,RNU)
C Toda v a r i a b l e s con i n i c i a l e s ent r e A y H o O y Z seran de doble p r e c i s i o n
IMPLICIT DOUBLE PRECISION (A−H, O−Z)
C Toda v a r i a b l e con i n i c i a l ent r e I y N s e r a entera
IMPLICIT INTEGER ( I−N)
C D e f i n i c i o n de v e c t o r e s y matr i ce s JCT
DOUBLE PRECISION EELAS( 6 , 6 )
C
DATA
1 R0 ,R1 ,R2 ,R3 ,R4 ,R27 /
2 0 .0D0 , 1 . 0D0 , 2 . 0D0 , 3 . 0D0 , 4 . 0D0 , 2 7 . 0D0/
C
C Todo t en s o r s i m e t r i c o de 4 to orden se puede r e p r e s e n t a r mediante una
C matr iz cuadrada s i m e t r i c a de 6x6 . Se l l e n a n l a s c e l d a s NO nulas , ya que se
C i n i c i a l i z a en ceros , por ta l , l a s c e l d a s nulas ya t i e n e n e l ce ro
C EELAS viene i n i c i a l i z a d o en 0 ’ s desde e l l lamado de ETAN1
C
C Llenado Eelas parte t r i a n g u l a r s u p e r i o r
C 1 ra f i l a
C E1111
EELAS( 1 , 1 ) =(RLAMDA+(R2∗RNU) )
C E1122
EELAS( 1 , 2 )=RLAMDA
C E1133
EELAS( 1 , 3 )=RLAMDA
C 2da f i l a
C E2222
EELAS( 2 , 2 ) =(RLAMDA+(R2∗RNU) )
C E2233
EELAS( 2 , 3 )=RLAMDA
C 3 ra f i l a
C E3333
EELAS( 3 , 3 ) =(RLAMDA+(R2∗RNU) )
C 4 ta f i l a
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C E2323
EELAS( 4 , 4 )=RNU
C 5 ta f i l a
C E1313
EELAS( 5 , 5 )=RNU
C 6 ta f i l a
C E1212
EELAS( 6 , 6 )=RNU
C
C Llenado matr iz t r i a n g u l a r i n f e r i o r con l a func ion JCTSIM, sabiendo que EELAS es s i m e t r i c a




C∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗ FIN SUBRUTINA ETAN1 = PARTE ELASTICA∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗
C−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−
Lista 5.9: Subrutina de cálculo del tensor constitutivo elástico Ee – ETAN1.
C−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−
C∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗ INICIO SUBRUTINA ETAN2 RNNC = 2NU∗ENNCS∗NN ∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗
SUBROUTINE ETAN2 (RNNC,RLAMDA,RNU, P1 , P2 , P3 ,ENNCS, EI , EII , EI I I )
C Toda v a r i a b l e s cuya i n i c i a l e s t e ent re A y H o O y Z seran de doble p r e c i s i o n
IMPLICIT DOUBLE PRECISION (A−H, O−Z)
C Toda v a r i a b l e con i n i c i a l ent r e I y N s e r a entera
IMPLICIT INTEGER ( I−N)
C Dec larac ion de v e c t o r e s y matr i ce s JCT
DOUBLE PRECISION RNNC( 6 , 6 ) , P1 (3 ) , P2 (3 ) , P3 (3 )
C
DATA
1 R0 ,R1 ,R2 ,R3 ,R4 ,R27 /
2 0 .0D0 , 1 . 0D0 , 2 . 0D0 , 3 . 0D0 , 4 . 0D0 , 2 7 . 0D0/
C
C Todo t en s o r s i m e t r i c o de 4 to orden se puede r e p r e s e n t a r mediante una
C matr iz cuadrada s i m e t r i c a de 6x6 . Se l l e n a n l a s c e l d a s NO nulas , ya que se
C i n i c i a l i z a en ceros , por ta l , l a s c e l d a s nulas ya t i e n e n e l ce ro i n c l u i d o
C RNNC viene i n i c i a l i z a d o en 0 ’ s desde e l l lamado de ETAN2
C
C Factores g e n e r a l e s que aparecen en todas l a s e x p r e s i o n e s
FACA=(RNU∗ENNCS) /( EI−EII )
FACB=(RNU∗ENNCS) /( EI−EII I )
C





AA1=(P1( I ) ∗P2( J ) )+(P2( I ) ∗P1( J ) )
AA2=(P1(K) ∗P2(L) )+(P2(K) ∗P1(L) )
AA=FACA∗AA1∗AA2
BB1=(P1( I ) ∗P3( J ) )+(P3( I ) ∗P1( J ) )
BB2=(P1(K) ∗P3(L) )+(P3(K) ∗P1(L) )
BB=FACB∗BB1∗BB2
RNNC( 1 , 1 )=AA+BB
C





AA1=(P1( I ) ∗P2( J ) )+(P2( I ) ∗P1( J ) )
AA2=(P1(K) ∗P2(L) )+(P2(K) ∗P1(L) )
AA=FACA∗AA1∗AA2
BB1=(P1( I ) ∗P3( J ) )+(P3( I ) ∗P1( J ) )
BB2=(P1(K) ∗P3(L) )+(P3(K) ∗P1(L) )
BB=FACB∗BB1∗BB2
RNNC( 1 , 2 )=AA+BB
C
C ( 1 , 3 )=2Nu∗Ennc∗N1133−>i =1; j =1;k=3; l =3
I=1
J=1
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K=3
L=3
AA1=(P1( I ) ∗P2( J ) )+(P2( I ) ∗P1( J ) )
AA2=(P1(K) ∗P2(L) )+(P2(K) ∗P1(L) )
AA=FACA∗AA1∗AA2
BB1=(P1( I ) ∗P3( J ) )+(P3( I ) ∗P1( J ) )
BB2=(P1(K) ∗P3(L) )+(P3(K) ∗P1(L) )
BB=FACB∗BB1∗BB2
RNNC( 1 , 3 )=AA+BB
C





AA1=(P1( I ) ∗P2( J ) )+(P2( I ) ∗P1( J ) )
AA2=(P1(K) ∗P2(L) )+(P2(K) ∗P1(L) )
AA=FACA∗AA1∗AA2
BB1=(P1( I ) ∗P3( J ) )+(P3( I ) ∗P1( J ) )
BB2=(P1(K) ∗P3(L) )+(P3(K) ∗P1(L) )
BB=FACB∗BB1∗BB2
RNNC( 1 , 4 )=AA+BB
C





AA1=(P1( I ) ∗P2( J ) )+(P2( I ) ∗P1( J ) )
AA2=(P1(K) ∗P2(L) )+(P2(K) ∗P1(L) )
AA=FACA∗AA1∗AA2
BB1=(P1( I ) ∗P3( J ) )+(P3( I ) ∗P1( J ) )
BB2=(P1(K) ∗P3(L) )+(P3(K) ∗P1(L) )
BB=FACB∗BB1∗BB2
RNNC( 1 , 5 )=AA+BB
C





AA1=(P1( I ) ∗P2( J ) )+(P2( I ) ∗P1( J ) )
AA2=(P1(K) ∗P2(L) )+(P2(K) ∗P1(L) )
AA=FACA∗AA1∗AA2
BB1=(P1( I ) ∗P3( J ) )+(P3( I ) ∗P1( J ) )
BB2=(P1(K) ∗P3(L) )+(P3(K) ∗P1(L) )
BB=FACB∗BB1∗BB2
RNNC( 1 , 6 )=AA+BB
C
C 2DA FILA





AA1=(P1( I ) ∗P2( J ) )+(P2( I ) ∗P1( J ) )
AA2=(P1(K) ∗P2(L) )+(P2(K) ∗P1(L) )
AA=FACA∗AA1∗AA2
BB1=(P1( I ) ∗P3( J ) )+(P3( I ) ∗P1( J ) )
BB2=(P1(K) ∗P3(L) )+(P3(K) ∗P1(L) )
BB=FACB∗BB1∗BB2
RNNC( 2 , 2 )=AA+BB
C





AA1=(P1( I ) ∗P2( J ) )+(P2( I ) ∗P1( J ) )
AA2=(P1(K) ∗P2(L) )+(P2(K) ∗P1(L) )
AA=FACA∗AA1∗AA2
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BB1=(P1( I ) ∗P3( J ) )+(P3( I ) ∗P1( J ) )
BB2=(P1(K) ∗P3(L) )+(P3(K) ∗P1(L) )
BB=FACB∗BB1∗BB2
RNNC( 2 , 3 )=AA+BB
C





AA1=(P1( I ) ∗P2( J ) )+(P2( I ) ∗P1( J ) )
AA2=(P1(K) ∗P2(L) )+(P2(K) ∗P1(L) )
AA=FACA∗AA1∗AA2
BB1=(P1( I ) ∗P3( J ) )+(P3( I ) ∗P1( J ) )
BB2=(P1(K) ∗P3(L) )+(P3(K) ∗P1(L) )
BB=FACB∗BB1∗BB2
RNNC( 2 , 4 )=AA+BB
C





AA1=(P1( I ) ∗P2( J ) )+(P2( I ) ∗P1( J ) )
AA2=(P1(K) ∗P2(L) )+(P2(K) ∗P1(L) )
AA=FACA∗AA1∗AA2
BB1=(P1( I ) ∗P3( J ) )+(P3( I ) ∗P1( J ) )
BB2=(P1(K) ∗P3(L) )+(P3(K) ∗P1(L) )
BB=FACB∗BB1∗BB2
RNNC( 2 , 5 )=AA+BB
C





AA1=(P1( I ) ∗P2( J ) )+(P2( I ) ∗P1( J ) )
AA2=(P1(K) ∗P2(L) )+(P2(K) ∗P1(L) )
AA=FACA∗AA1∗AA2
BB1=(P1( I ) ∗P3( J ) )+(P3( I ) ∗P1( J ) )
BB2=(P1(K) ∗P3(L) )+(P3(K) ∗P1(L) )
BB=FACB∗BB1∗BB2
RNNC( 2 , 6 )=AA+BB
C
C 3RA FILA





AA1=(P1( I ) ∗P2( J ) )+(P2( I ) ∗P1( J ) )
AA2=(P1(K) ∗P2(L) )+(P2(K) ∗P1(L) )
AA=FACA∗AA1∗AA2
BB1=(P1( I ) ∗P3( J ) )+(P3( I ) ∗P1( J ) )
BB2=(P1(K) ∗P3(L) )+(P3(K) ∗P1(L) )
BB=FACB∗BB1∗BB2
RNNC( 3 , 3 )=AA+BB
C





AA1=(P1( I ) ∗P2( J ) )+(P2( I ) ∗P1( J ) )
AA2=(P1(K) ∗P2(L) )+(P2(K) ∗P1(L) )
AA=FACA∗AA1∗AA2
BB1=(P1( I ) ∗P3( J ) )+(P3( I ) ∗P1( J ) )
BB2=(P1(K) ∗P3(L) )+(P3(K) ∗P1(L) )
BB=FACB∗BB1∗BB2
RNNC( 3 , 4 )=AA+BB
C
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AA1=(P1( I ) ∗P2( J ) )+(P2( I ) ∗P1( J ) )
AA2=(P1(K) ∗P2(L) )+(P2(K) ∗P1(L) )
AA=FACA∗AA1∗AA2
BB1=(P1( I ) ∗P3( J ) )+(P3( I ) ∗P1( J ) )
BB2=(P1(K) ∗P3(L) )+(P3(K) ∗P1(L) )
BB=FACB∗BB1∗BB2
RNNC( 3 , 5 )=AA+BB
C





AA1=(P1( I ) ∗P2( J ) )+(P2( I ) ∗P1( J ) )
AA2=(P1(K) ∗P2(L) )+(P2(K) ∗P1(L) )
AA=FACA∗AA1∗AA2
BB1=(P1( I ) ∗P3( J ) )+(P3( I ) ∗P1( J ) )
BB2=(P1(K) ∗P3(L) )+(P3(K) ∗P1(L) )
BB=FACB∗BB1∗BB2
RNNC( 3 , 6 )=AA+BB
C
C 4TA FILA





AA1=(P1( I ) ∗P2( J ) )+(P2( I ) ∗P1( J ) )
AA2=(P1(K) ∗P2(L) )+(P2(K) ∗P1(L) )
AA=FACA∗AA1∗AA2
BB1=(P1( I ) ∗P3( J ) )+(P3( I ) ∗P1( J ) )
BB2=(P1(K) ∗P3(L) )+(P3(K) ∗P1(L) )
BB=FACB∗BB1∗BB2
RNNC( 4 , 4 )=AA+BB
C





AA1=(P1( I ) ∗P2( J ) )+(P2( I ) ∗P1( J ) )
AA2=(P1(K) ∗P2(L) )+(P2(K) ∗P1(L) )
AA=FACA∗AA1∗AA2
BB1=(P1( I ) ∗P3( J ) )+(P3( I ) ∗P1( J ) )
BB2=(P1(K) ∗P3(L) )+(P3(K) ∗P1(L) )
BB=FACB∗BB1∗BB2
RNNC( 4 , 5 )=AA+BB
C





AA1=(P1( I ) ∗P2( J ) )+(P2( I ) ∗P1( J ) )
AA2=(P1(K) ∗P2(L) )+(P2(K) ∗P1(L) )
AA=FACA∗AA1∗AA2
BB1=(P1( I ) ∗P3( J ) )+(P3( I ) ∗P1( J ) )
BB2=(P1(K) ∗P3(L) )+(P3(K) ∗P1(L) )
BB=FACB∗BB1∗BB2
RNNC( 4 , 6 )=AA+BB
C
C 5TA FILA
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L=3
AA1=(P1( I ) ∗P2( J ) )+(P2( I ) ∗P1( J ) )
AA2=(P1(K) ∗P2(L) )+(P2(K) ∗P1(L) )
AA=FACA∗AA1∗AA2
BB1=(P1( I ) ∗P3( J ) )+(P3( I ) ∗P1( J ) )
BB2=(P1(K) ∗P3(L) )+(P3(K) ∗P1(L) )
BB=FACB∗BB1∗BB2
RNNC( 5 , 5 )=AA+BB
C





AA1=(P1( I ) ∗P2( J ) )+(P2( I ) ∗P1( J ) )
AA2=(P1(K) ∗P2(L) )+(P2(K) ∗P1(L) )
AA=FACA∗AA1∗AA2
BB1=(P1( I ) ∗P3( J ) )+(P3( I ) ∗P1( J ) )
BB2=(P1(K) ∗P3(L) )+(P3(K) ∗P1(L) )
BB=FACB∗BB1∗BB2
RNNC( 5 , 6 )=AA+BB
C
C 6TA FILA





AA1=(P1( I ) ∗P2( J ) )+(P2( I ) ∗P1( J ) )
AA2=(P1(K) ∗P2(L) )+(P2(K) ∗P1(L) )
AA=FACA∗AA1∗AA2
BB1=(P1( I ) ∗P3( J ) )+(P3( I ) ∗P1( J ) )
BB2=(P1(K) ∗P3(L) )+(P3(K) ∗P1(L) )
BB=FACB∗BB1∗BB2
RNNC( 6 , 6 )=AA+BB
C
C Llenado de RNNC parte t r i a n g u l a r i n f e r i o r , sabiendo que es s i m e t r i c a




C∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗ FIN SUBRUTINA ETAN2 RNNC = 2NU∗ENNCS∗NN∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗
C−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−
Lista 5.10: Subrutina de cálculo del tensor Etan2 – ETAN2.
C−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−
C∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗ INICIO SUBRUTINA ETAN3 TTC = TT/DEN ∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗
SUBROUTINE ETAN3 (TTC,RLAMDA,RNU, P1 , P2 , P3 ,EC,EELAS)
C Toda v a r i a b l e s cuya i n i c i a l e s t e ent re A y H o O y Z seran de doble p r e c i s i o n
IMPLICIT DOUBLE PRECISION (A−H, O−Z)
C Toda v a r i a b l e con i n i c i a l ent r e I y N s e r a entera
IMPLICIT INTEGER ( I−N)
C Dec larac ion de v e c t o r e s y matr i ce s JCT
DOUBLE PRECISION TTC( 6 , 6 ) , P1 (3 ) , P2 (3 ) , P3 (3 ) ,EELAS( 6 , 6 )
C
DATA
1 R0 ,R1 ,R2 ,R3 ,R4 ,R27 /
2 0 .0D0 , 1 . 0D0 , 2 . 0D0 , 3 . 0D0 , 4 . 0D0 , 2 7 . 0D0/
C
C Todo t en s o r s i m e t r i c o de 4 to orden se puede r e p r e s e n t a r mediante una matr iz cuadrada
C s i m e t r i c a de 6x6 . Se l l e n a n l a s c e l d a s NO nulas , ya que se i n i c i a l i z a en ceros , por ta l ,
C l a s c e l d a s nulas ya t i e n e n e l 0 .
C TTC viene i n i c i a l i z a d o en 0 ’ s desde e l l lamado de ETAN3
C
C D e f i n i c i o n de f a c t o r e s para f a c i l i t a r programacion :
DEN=RLAMDA+(R2∗RNU)+EC
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C Cic lo i t e r a t i v o que c a l c u l a cada uno de l o s 21 TTC( i , j ) de ETAN3
DO 100 I =1 ,21 ,1
C S e l e c t o r que da l a c a s i l l a a c a l c u l a r = f i l a JF , columna JC
SELECT CASE( I )
CASE(1)
























































C i =1/ j =3//k=1/ l =3





























C Calculo de l a s T’ s
C T1=1111+1112+1113
T1=(EELAS(JF , 1 ) ∗( P11∗∗4) ∗EELAS(1 ,JC) )+
2 (EELAS(JF , 1 ) ∗( P11∗∗3) ∗P21∗EELAS(6 ,JC) )+
3 (EELAS(JF , 1 ) ∗( P11∗∗3) ∗P31∗EELAS(5 ,JC) )
C T2=1121+1122+1123
T2=(EELAS(JF , 1 ) ∗( P11∗∗3) ∗P21∗EELAS(6 ,JC) )+
2 (EELAS(JF , 1 ) ∗( P11∗∗2) ∗( P21∗∗2) ∗EELAS(2 ,JC) )+
3 (EELAS(JF , 1 ) ∗( P11∗∗2) ∗P21∗P31∗EELAS(4 ,JC) )
C T3=1131+1132+1133
T3=(EELAS(JF , 1 ) ∗( P11∗∗3) ∗P31∗EELAS(5 ,JC) )+
2 (EELAS(JF , 1 ) ∗( P11∗∗2) ∗P21∗P31∗EELAS(4 ,JC) )+
3 (EELAS(JF , 1 ) ∗( P11∗∗2) ∗( P31∗∗2) ∗EELAS(3 ,JC) )
C T4=1211+1212+1213
T4=(EELAS(JF , 6 ) ∗( P11∗∗3) ∗P21∗EELAS(1 ,JC) )+
2 (EELAS(JF , 6 ) ∗( P11∗∗2) ∗( P21∗∗2) ∗EELAS(6 ,JC) )+
3 (EELAS(JF , 6 ) ∗( P11∗∗2) ∗P21∗P31∗EELAS(5 ,JC) )
C T5=1221+1222+1223
T5=(EELAS(JF , 6 ) ∗( P11∗∗2) ∗( P21∗∗2) ∗EELAS(6 ,JC) )+
2 (EELAS(JF , 6 ) ∗P11∗( P21∗∗3) ∗EELAS(2 ,JC) )+
3 (EELAS(JF , 6 ) ∗P11∗( P21∗∗2) ∗P31∗EELAS(4 ,JC) )
C T6=1231+1232+1233
T6=(EELAS(JF , 6 ) ∗( P11∗∗2) ∗P21∗P31∗EELAS(5 ,JC) )+
2 (EELAS(JF , 6 ) ∗P11∗( P21∗∗2) ∗P31∗EELAS(4 ,JC) )+
3 (EELAS(JF , 6 ) ∗P11∗P21∗( P31∗∗2) ∗EELAS(3 ,JC) )
C T7=1311+1312+1313
T7=(EELAS(JF , 5 ) ∗( P11∗∗3) ∗P31∗EELAS(1 ,JC) )+
2 (EELAS(JF , 5 ) ∗( P11∗∗2) ∗P21∗P31∗EELAS(6 ,JC) )+
3 (EELAS(JF , 5 ) ∗( P11∗∗2) ∗( P31∗∗2) ∗EELAS(5 ,JC) )
C T8=1321+1322+1323
T8=(EELAS(JF , 5 ) ∗( P11∗∗2) ∗P21∗P31∗EELAS(6 ,JC) )+
2 (EELAS(JF , 5 ) ∗P11∗( P21∗∗2) ∗P31∗EELAS(2 ,JC) )+
3 (EELAS(JF , 5 ) ∗P11∗P21∗( P31∗∗2) ∗EELAS(4 ,JC) )
C T9=1331+1332+1333
T9=(EELAS(JF , 5 ) ∗( P11∗∗2) ∗( P31∗∗2) ∗EELAS(5 ,JC) )+
2 (EELAS(JF , 5 ) ∗P11∗P21∗( P31∗∗2) ∗EELAS(4 ,JC) )+
3 (EELAS(JF , 5 ) ∗P11∗( P31∗∗3) ∗EELAS(3 ,JC) )
C T10=2111+2112+2113
T10=(EELAS(JF , 6 ) ∗( P11∗∗3) ∗P21∗EELAS(1 ,JC) )+
2 (EELAS(JF , 6 ) ∗( P11∗∗2) ∗( P21∗∗2) ∗EELAS(6 ,JC) )+
3 (EELAS(JF , 6 ) ∗( P11∗∗2) ∗P21∗P31∗EELAS(5 ,JC) )
C T11=2121+2122+2123
T11=(EELAS(JF , 6 ) ∗( P11∗∗2) ∗( P21∗∗2) ∗EELAS(6 ,JC) )+
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2 (EELAS(JF , 6 ) ∗P11∗( P21∗∗3) ∗EELAS(2 ,JC) )+
3 (EELAS(JF , 6 ) ∗P11∗( P21∗∗2) ∗P31∗EELAS(4 ,JC) )
C T12=2131+2132+2133
T12=(EELAS(JF , 6 ) ∗( P11∗∗2) ∗P21∗P31∗EELAS(5 ,JC) )+
2 (EELAS(JF , 6 ) ∗P11∗( P21∗∗2) ∗P31∗EELAS(4 ,JC) )+
3 (EELAS(JF , 6 ) ∗P11∗P21∗( P31∗∗2) ∗EELAS(3 ,JC) )
C T13=2211+2212+2213
T13=(EELAS(JF , 2 ) ∗( P11∗∗2) ∗( P21∗∗2) ∗EELAS(1 ,JC) )+
2 (EELAS(JF , 2 ) ∗P11∗( P21∗∗3) ∗EELAS(6 ,JC) )+
3 (EELAS(JF , 2 ) ∗P11∗( P21∗∗2) ∗P31∗EELAS(5 ,JC) )
C T14=2221+2222+2223
T14=(EELAS(JF , 2 ) ∗P11∗( P21∗∗3) ∗EELAS(6 ,JC) )+
2 (EELAS(JF , 2 ) ∗( P21∗∗4) ∗EELAS(2 ,JC) )+
3 (EELAS(JF , 2 ) ∗( P21∗∗3) ∗P31∗EELAS(4 ,JC) )
C T15=2231+2232+2233
T15=(EELAS(JF , 2 ) ∗P11∗( P21∗∗2) ∗P31∗EELAS(5 ,JC) )+
2 (EELAS(JF , 2 ) ∗( P21∗∗3) ∗P31∗EELAS(4 ,JC) )+
3 (EELAS(JF , 2 ) ∗( P21∗∗2) ∗( P31∗∗2) ∗EELAS(3 ,JC) )
C T16=2311+2312+2313
T16=(EELAS(JF , 4 ) ∗( P11∗∗2) ∗P21∗P31∗EELAS(1 ,JC) )+
2 (EELAS(JF , 4 ) ∗P11∗( P21∗∗2) ∗P31∗EELAS(6 ,JC) )+
3 (EELAS(JF , 4 ) ∗P11∗P21∗( P31∗∗2) ∗EELAS(5 ,JC) )
C T17=2321+2322+2323
T17=(EELAS(JF , 4 ) ∗P11∗( P21∗∗2) ∗P31∗EELAS(6 ,JC) )+
2 (EELAS(JF , 4 ) ∗( P21∗∗3) ∗P31∗EELAS(2 ,JC) )+
3 (EELAS(JF , 4 ) ∗( P21∗∗2) ∗( P31∗∗2) ∗EELAS(4 ,JC) )
C T18=2331+2332+2333
T18=(EELAS(JF , 4 ) ∗P11∗P21∗( P31∗∗2) ∗EELAS(5 ,JC) )+
2 (EELAS(JF , 4 ) ∗( P21∗∗2) ∗( P31∗∗2) ∗EELAS(4 ,JC) )+
3 (EELAS(JF , 4 ) ∗P21∗( P31∗∗3) ∗EELAS(3 ,JC) )
C T19=3111+3112+3113
T19=(EELAS(JF , 5 ) ∗( P11∗∗3) ∗P31∗EELAS(1 ,JC) )+
2 (EELAS(JF , 5 ) ∗( P11∗∗2) ∗P21∗P31∗EELAS(6 ,JC) )+
3 (EELAS(JF , 5 ) ∗( P11∗∗2) ∗( P31∗∗2) ∗EELAS(5 ,JC) )
C T20=3121+3122+3123
T20=(EELAS(JF , 5 ) ∗( P11∗∗2) ∗P21∗P31∗EELAS(6 ,JC) )+
2 (EELAS(JF , 5 ) ∗P11∗( P21∗∗2) ∗P31∗EELAS(2 ,JC) )+
3 (EELAS(JF , 5 ) ∗P11∗P21∗( P31∗∗2) ∗EELAS(4 ,JC) )
C T21=3131+3132+3133
T21=(EELAS(JF , 5 ) ∗( P11∗∗2) ∗( P31∗∗2) ∗EELAS(5 ,JC) )+
2 (EELAS(JF , 5 ) ∗P11∗P21∗( P31∗∗2) ∗EELAS(4 ,JC) )+
3 (EELAS(JF , 5 ) ∗P11∗( P31∗∗3) ∗EELAS(3 ,JC) )
C T22=3211+3212+3213
T22=(EELAS(JF , 4 ) ∗( P11∗∗2) ∗P21∗P31∗EELAS(1 ,JC) )+
2 (EELAS(JF , 4 ) ∗P11∗( P21∗∗2) ∗P31∗EELAS(6 ,JC) )+
3 (EELAS(JF , 4 ) ∗P11∗P21∗( P31∗∗2) ∗EELAS(5 ,JC) )
C T23=3221+3222+3223
T23=(EELAS(JF , 4 ) ∗P11∗( P21∗∗2) ∗P31∗EELAS(6 ,JC) )+
2 (EELAS(JF , 4 ) ∗( P21∗∗3) ∗P31∗EELAS(2 ,JC) )+
3 (EELAS(JF , 4 ) ∗( P21∗∗2) ∗( P31∗∗2) ∗EELAS(4 ,JC) )
C T24=3231+3232+3233
T24=(EELAS(JF , 4 ) ∗P11∗P21∗( P31∗∗2) ∗EELAS(5 ,JC) )+
2 (EELAS(JF , 4 ) ∗( P21∗∗2) ∗( P31∗∗2) ∗EELAS(4 ,JC) )+
3 (EELAS(JF , 4 ) ∗P21∗( P31∗∗3) ∗EELAS(3 ,JC) )
C T25=3311+3312+3313
T25=(EELAS(JF , 3 ) ∗( P11∗∗2) ∗( P31∗∗2) ∗EELAS(1 ,JC) )+
2 (EELAS(JF , 3 ) ∗P11∗P21∗( P31∗∗2) ∗EELAS(6 ,JC) )+
3 (EELAS(JF , 3 ) ∗P11∗( P31∗∗3) ∗EELAS(5 ,JC) )
C T26=3321+3322+3323
T26=(EELAS(JF , 3 ) ∗P11∗P21∗( P31∗∗2) ∗EELAS(6 ,JC) )+
2 (EELAS(JF , 3 ) ∗( P21∗∗2) ∗( P31∗∗2) ∗EELAS(2 ,JC) )+
3 (EELAS(JF , 3 ) ∗P21∗( P31∗∗3) ∗EELAS(4 ,JC) )
C T27=3331+3332+3333
T27=(EELAS(JF , 3 ) ∗P11∗( P31∗∗3) ∗EELAS(5 ,JC) )+
2 (EELAS(JF , 3 ) ∗P21∗( P31∗∗3) ∗EELAS(4 ,JC) )+
3 (EELAS(JF , 3 ) ∗( P31∗∗4) ∗EELAS(3 ,JC) )
C SUMA DE TODOS LOS T‘ S
T=T1+T2+T3+T4+T5+T6+T7+T8+T9+T10+T11+T12+T13+T14+T15+T16+T17+
2 T18+T19+T20+T21+T22+T23+T24+T25+T26+T27
C D i v i s i o n por e l denomidor y a s i g n a c i o n
TTC(JF , JC)=T/DEN
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100 CONTINUE
C
C Llenado TTC t r i a n g u l o i n f e r i o r i z q u i e r d o




C∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗ FIN SUBRUTINA ETAN3 TTC = TT/DEN ∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗
C−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−
Lista 5.11: Subrutina de cálculo del tensor Etan3 – ETAN3.
5.3.4.2. DTSC1A, DTSC1B y DTSCM2
Los algoritmos DTSC1A, DTSC1B y DTSCM2 reciben como dato de entrada la representación matricial del
tensor constitutivo tangente [ETAN] de 6x6, con el objetivo de encontrar la matriz constitutiva tangente
en el plano [DTAN] de 3x3. Para lo anterior, se debe definir el tipo de problema a estudiar, es decir, deter-
minar si es bajo condición plana de esfuerzos (NTYPE=1) o condición plana de deformaciones (NTYPE=2).
Si la condición es plana de esfuerzos, los algoritmos que aplican son DTSC1A y DTSC1B. La subru-
tina DTSC1A hace referencia al método 1 establecido en la sección 3.7.1, el cual consiste en llegar a la
formulación de la matriz [DTAN], por medio de una serie de sustituciones sucesivas en el conjunto de
ecuaciones simultaneas presentadas en la relación 3.99. En cambio, la subrutina DTSC1B corresponde
al método 2 presentado en la sección 3.7.3, en el cual se llega a la matriz [DTAN], por medio de una
reorganización del tensor constitutivo tangente [ETAN], para que al expresar las ecuaciones simultaneas
que salen de este se cumpla con el orden que se da en la notación de Voigt. Luego de lo anterior, se genera
una sub–división matricial y se establecen nuevas ecuaciones matriciales, que por medio de un proceso de
condensación permiten obtener la matriz constitutiva tangente en el plano [DTAN].
En caso que la condición sea plana de deformaciones se aplica el algoritmo DTSCM2, que lleva acabo lo
presentado en la sección 3.7.5, y que consiste en obtener la matriz constitutiva en el plano [DTAN], por
medio de la eliminación de ciertas filas y columnas de la representación matricial del tensor constitutivo
tangente [ETAN].
Programación: 5.11 Los algoritmos de cálculo de las subrutinas DTSC1A, DTSC1B y DTSCM2, se presentan
en las listas 5.12, 5.13 y 5.14 respectivamente.
C−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−
C∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗ INICIO DTSC1A ∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗
SUBROUTINE DTSC1A (DTANG,ETAN,MBDIM)
C Subrutina que c a l c u l a l a matr iz c o n s t i t u t i v a tangente DTANG de 3x3 para e l estado PLANO
C DE ESFUERZOS.EXCLUSIVAMENTE.
C EL CALCULO ES ANALITICO −> REEMPLAZANDO r a t a s de deformacion e33 , e23 y e13 .
C Todas l a s v a r i a b l e s e s c a l a r e s con i n i c i a l en t r e A y H o O y Z seran de doble p r e c i s i o n
IMPLICIT DOUBLE PRECISION (A−H, O−Z)
C Todas l a s v a r i a b l e e s c a l a r con i n i c i a l ent r e I y N
IMPLICIT INTEGER ( I−N)
C Dec larac ion de v e c t o r e s y matr i ce s JCT
DOUBLE PRECISION DTANG(MBDIM,MBDIM) ,ETAN( 6 , 6 )
C
DATA
1 R0 ,R1 ,R2 ,R3 ,R4 ,R27 /
2 0 .0D0 , 1 . 0D0 , 2 . 0D0 , 3 . 0D0 , 4 . 0D0 , 2 7 . 0D0/
DATA TOLSIM/2.0D−2/
C Formato de impres ion D. L y J .C.T para saber en que rango se evaluo
777 FORMAT (5X,A, I3 )
C
C D e f i n i c i o n de l o s terminos de l a matr iz de modulos tangentes .
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ET1111=ETAN( 1 , 1 )
ET1122=ETAN( 1 , 2 )
ET1133=ETAN( 1 , 3 )
ET1123=ETAN( 1 , 4 )
ET1113=ETAN( 1 , 5 )
ET1112=ETAN( 1 , 6 )
C
ET2211=ETAN( 2 , 1 )
ET2222=ETAN( 2 , 2 )
ET2233=ETAN( 2 , 3 )
ET2223=ETAN( 2 , 4 )
ET2213=ETAN( 2 , 5 )
ET2212=ETAN( 2 , 6 )
C
ET3311=ETAN( 3 , 1 )
ET3322=ETAN( 3 , 2 )
ET3333=ETAN( 3 , 3 )
ET3323=ETAN( 3 , 4 )
ET3313=ETAN( 3 , 5 )
ET3312=ETAN( 3 , 6 )
C
ET2311=ETAN( 4 , 1 )
ET2322=ETAN( 4 , 2 )
ET2333=ETAN( 4 , 3 )
ET2323=ETAN( 4 , 4 )
ET2313=ETAN( 4 , 5 )
ET2312=ETAN( 4 , 6 )
C
ET1311=ETAN( 5 , 1 )
ET1322=ETAN( 5 , 2 )
ET1333=ETAN( 5 , 3 )
ET1323=ETAN( 5 , 4 )
ET1313=ETAN( 5 , 5 )
ET1312=ETAN( 5 , 6 )
C
ET1211=ETAN( 6 , 1 )
ET1222=ETAN( 6 , 2 )
ET1233=ETAN( 6 , 3 )
ET1223=ETAN( 6 , 4 )
ET1213=ETAN( 6 , 5 )
ET1212=ETAN( 6 , 6 )







B1=−(1/ET3333 ) ∗(ET3311+(ET3323∗A1/A5) )
B2=−(1/ET3333 ) ∗(ET3322+(ET3323∗A2/A5) )
B3=−(1/ET3333 ) ∗(ET3313+(ET3323∗A3/A5) )











G1=(A1/A5) +((A3/A5) ∗(D1/D4) )
G2=(A2/A5) +((A3/A5) ∗(D2/D4) )





C DTANG LLEGA INICIALIZADA EN 0 ’S DESDE CTSCM2
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C Llenado DE TODA LA MATRIZ DTANG
C DTANG( 1 , 1 )=DT11
DTANG( 1 , 1 )=ET1111+(ET1133∗F1)+(ET1123∗G1)+(ET1113∗H1)
C DTANG( 1 , 2 )=DT12
DTANG( 1 , 2 )=ET1122+(ET1133∗F2)+(ET1123∗G2)+(ET1113∗H2)
C DTANG( 1 , 3 )=DT13
DTANG( 1 , 3 )=ET1112+(ET1133∗F3)+(ET1123∗G3)+(ET1113∗H3)
C DTANG( 2 , 1 )=DT21
DTANG( 2 , 1 )=ET2211+(ET2233∗F1)+(ET2223∗G1)+(ET2213∗H1)
C DTANG( 2 , 2 )=DT22
DTANG( 2 , 2 )=ET2222+(ET2233∗F2)+(ET2223∗G2)+(ET2213∗H2)
C DTANG( 2 , 3 )=DT23
DTANG( 2 , 3 )=ET2212+(ET2233∗F3)+(ET2223∗G3)+(ET2213∗H3)
C DTANG( 3 , 1 )=DT31
DTANG( 3 , 1 )=ET1211+(ET1233∗F1)+(ET1223∗G1)+(ET1213∗H1)
C DTANG( 3 , 2 )=DT32
DTANG( 3 , 2 )=ET1222+(ET1233∗F2)+(ET1223∗G2)+(ET1213∗H2)
C DTANG( 3 , 3 )=DT33
DTANG( 3 , 3 )=ET1212+(ET1233∗F3)+(ET1223∗G3)+(ET1213∗H3)
C
C−−−−− Comprobacion de l a s i m e t r i a de DTANG
C Calculo de l a s d i f e r e n c i a s ent re c e l d a s s i m e t r i c a s
DIF12=DTANG( 1 , 2 )−DTANG( 2 , 1 )
DIF13=DTANG( 1 , 3 )−DTANG( 3 , 1 )
DIF23=DTANG( 2 , 3 )−DTANG( 3 , 2 )




C Calculo de l o s descaches de s i m e t r i a
DES12=DIF12/DMAX1(DABS(DTANG( 1 , 2 ) ) ,DABS(DTANG( 2 , 1 ) ) )
DES13=DIF13/DMAX1(DABS(DTANG( 1 , 3 ) ) ,DABS(DTANG( 3 , 1 ) ) )
DES23=DIF23/DMAX1(DABS(DTANG( 2 , 3 ) ) ,DABS(DTANG( 3 , 2 ) ) )
C Evaluacion de cond i c i on de s i m e t r i a .
C Si e l descache es < 2 % −> OK = S I I I I SIMETRIA
C Si e l descache es >= 2 % −> MAL = NOOO SIMETRIA
IF ( ( DES12 .GT.TOLSIM) .OR. ( DES13 .GT.TOLSIM)
2 .OR. ( DES23 .GT.TOLSIM) )THEN






C∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗ FIN DTSCM ∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗
C−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−
Lista 5.12: Subrutina de cálculo de matriz constitutiva tangente [DTAN] en el plano método 1 – condición plana
de esfuerzos – DTSC1A.
C−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−
C∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗ INICIO DTSC1B ∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗
SUBROUTINE DTSC1B (DTANG,ETAN,MBDIM)
C Subrutina que c a l c u l a l a matr iz c o n s t i t u t i v a tangente DTANG de 3x3 para e l estado
C PLANO DE ESFUERZOS.EXCLUSIVAMENTE
C EL CALCULO SE HACE POR CONDENSACION Y REORGANIZACION.
C Todas l a s v a r i a b l e s e s c a l a r e s con i n i c i a l ent r e A y H o O y Z seran de doble p r e c i s i o n
IMPLICIT DOUBLE PRECISION (A−H, O−Z)
C Todas l a s v a r i a b l e e s c a l a r con i n i c i a l ent r e I y N
IMPLICIT INTEGER ( I−N)
C Dec larac ion de v e c t o r e s y matr i ce s JCT
DOUBLE PRECISION DTANG(MBDIM,MBDIM) ,ETAN( 6 , 6 ) ,ET1A( 3 , 3 ) ,ET1B( 3 , 3 ) ,
1 ET2A( 3 , 3 ) ,ET2B( 3 , 3 ) ,ET2BIN( 3 , 3 ) ,RM1( 3 , 3 ) ,RM2( 3 , 3 )
C
DATA
1 R0 ,R1 ,R2 ,R3 ,R4 ,R27 /
2 0 .0D0 , 1 . 0D0 , 2 . 0D0 , 3 . 0D0 , 4 . 0D0 , 2 7 . 0D0/
DATA TOLSIM/2.0D−2/
C Formato de impres ion D. L y J .C.T para saber en que rango se evaluo
777 FORMAT (5X,A, I3 )
C I n i c i a l i z a c i o n en 0 ’ s de l a s submatr ices condensadas
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CALL JCTZER(ET1A, 3 )
CALL JCTZER(ET1B, 3 )
CALL JCTZER(ET2A, 3 )
CALL JCTZER(ET2B, 3 )
CALL JCTZER(ET2BIN, 3 )
CALL JCTZER(RM1, 3 )
CALL JCTZER(RM2, 3 )
C D e f i n i c i o n de l o s terminos de l a matr iz de modulos tangentes .
ET1111=ETAN( 1 , 1 )
ET1122=ETAN( 1 , 2 )
ET1133=ETAN( 1 , 3 )
ET1123=ETAN( 1 , 4 )
ET1113=ETAN( 1 , 5 )
ET1112=ETAN( 1 , 6 )
C
ET2211=ETAN( 2 , 1 )
ET2222=ETAN( 2 , 2 )
ET2233=ETAN( 2 , 3 )
ET2223=ETAN( 2 , 4 )
ET2213=ETAN( 2 , 5 )
ET2212=ETAN( 2 , 6 )
C
ET3311=ETAN( 3 , 1 )
ET3322=ETAN( 3 , 2 )
ET3333=ETAN( 3 , 3 )
ET3323=ETAN( 3 , 4 )
ET3313=ETAN( 3 , 5 )
ET3312=ETAN( 3 , 6 )
C
ET2311=ETAN( 4 , 1 )
ET2322=ETAN( 4 , 2 )
ET2333=ETAN( 4 , 3 )
ET2323=ETAN( 4 , 4 )
ET2313=ETAN( 4 , 5 )
ET2312=ETAN( 4 , 6 )
C
ET1311=ETAN( 5 , 1 )
ET1322=ETAN( 5 , 2 )
ET1333=ETAN( 5 , 3 )
ET1323=ETAN( 5 , 4 )
ET1313=ETAN( 5 , 5 )
ET1312=ETAN( 5 , 6 )
C
ET1211=ETAN( 6 , 1 )
ET1222=ETAN( 6 , 2 )
ET1233=ETAN( 6 , 3 )
ET1223=ETAN( 6 , 4 )
ET1213=ETAN( 6 , 5 )
ET1212=ETAN( 6 , 6 )
C D e f i n i c i o n de l a matr iz condensada ET1A
ET1A( 1 , 1 )=ET1111
ET1A( 1 , 2 )=ET1122
ET1A( 1 , 3 )=ET1112
ET1A( 2 , 1 )=ET2211
ET1A( 2 , 2 )=ET2222
ET1A( 2 , 3 )=ET2212
ET1A( 3 , 1 )=ET1211
ET1A( 3 , 2 )=ET1222
ET1A( 3 , 3 )=ET1212
C D e f i n i c i o n de l a matr iz condensada ET1B
ET1B( 1 , 1 )=ET1123
ET1B( 1 , 2 )=ET1113
ET1B( 1 , 3 )=ET1133
ET1B( 2 , 1 )=ET2223
ET1B( 2 , 2 )=ET2213
ET1B( 2 , 3 )=ET2233
ET1B( 3 , 1 )=ET1223
ET1B( 3 , 2 )=ET1213
ET1B( 3 , 3 )=ET1233
C D e f i n i c i o n de l a matr iz condensada ET2A
ET2A( 1 , 1 )=ET2311
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ET2A( 1 , 2 )=ET2322
ET2A( 1 , 3 )=ET2312
ET2A( 2 , 1 )=ET1311
ET2A( 2 , 2 )=ET1322
ET2A( 2 , 3 )=ET1312
ET2A( 3 , 1 )=ET3311
ET2A( 3 , 2 )=ET3322
ET2A( 3 , 3 )=ET3312
C Def inc ion de l a matr iz condensada ET2B
ET2B( 1 , 1 )=ET2323
ET2B( 1 , 2 )=ET2313
ET2B( 1 , 3 )=ET2333
ET2B( 2 , 1 )=ET1323
ET2B( 2 , 2 )=ET1313
ET2B( 2 , 3 )=ET1333
ET2B( 3 , 1 )=ET3323
ET2B( 3 , 2 )=ET3313
ET2B( 3 , 3 )=ET3333
C
C Se c a l c u l a l a i n v e r s a de l a matr iz ET2B = ET2BIN
CALL INVMAT (ET2BIN,ET2B)
C DTANG=ET1A − (ET1B∗ET2BIN∗ET2A)
C Sea RM1=ET2BIN∗ET2A
CALL MULTAB (RM1, ET2BIN,ET2A, 3 , 3 , 3 , 3 )
C Sea RM2=ET1B∗RM1
CALL MULTAB (RM2,ET1B,RM1, 3 , 3 , 3 , 3 )
C Entonces DTANG=ET1A−RM2
C DTANG LLEGA INICIALIZADA EN 0 ’S DESDE CTSCM2
CALL REST2 (DTANG,ET1A,RM2, 3 )
C
C−−−−− Comprobacion de l a s i m e t r i a de DTANG
C Calculo de l a s d i f e r e n c i a s ent re c e l d a s s i m e t r i c a s
DIF12=DTANG( 1 , 2 )−DTANG( 2 , 1 )
DIF13=DTANG( 1 , 3 )−DTANG( 3 , 1 )
DIF23=DTANG( 2 , 3 )−DTANG( 3 , 2 )




C Calculo de l o s descaches de s i m e t r i a
DES12=DIF12/DMAX1(DABS(DTANG( 1 , 2 ) ) ,DABS(DTANG( 2 , 1 ) ) )
DES13=DIF13/DMAX1(DABS(DTANG( 1 , 3 ) ) ,DABS(DTANG( 3 , 1 ) ) )
DES23=DIF23/DMAX1(DABS(DTANG( 2 , 3 ) ) ,DABS(DTANG( 3 , 2 ) ) )
C Evaluacion de cond i c i on de s i m e t r i a .
C Si e l descache es < 2 % −> OK = S I I I I SIMETRIA
C Si e l descache es >= 2 % −> MAL = NOOO SIMETRIA
IF ( ( DES12 .GT.TOLSIM) .OR. ( DES13 .GT.TOLSIM)
2 .OR. ( DES23 .GT.TOLSIM) )THEN






C∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗ FIN DTSC1B ∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗
C−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−
Lista 5.13: Subrutina de cálculo de matriz constitutiva tangente [DTAN] en el plano método 2 – condición plana
de esfuerzos – DTSC1B.
C−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−
C∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗ INICIO DTSCM2 ∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗
SUBROUTINE DTSCM2 (DTANG,ETAN,MBDIM)
C Subrutina que c a l c u l a l a matr iz c o n s t i t u t i v a tangente DTANG de 3x3 para e l estado
C PLANO DE DEFORMACIONES.EXCLUSIVAMENTE
C Todas l a s v a r i a b l e s con i n i c i a l en t r e A y H o O y Z seran de doble p r e c i s i o n
IMPLICIT DOUBLE PRECISION (A−H, O−Z)
C Todas l a s v a r i a b l e con i n i c i a l ent r e I y N
IMPLICIT INTEGER ( I−N)
C Dec larac ion de v e c t o r e s y matr i ce s JCT
DOUBLE PRECISION DTANG(MBDIM,MBDIM) ,ETAN( 6 , 6 )
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C
DATA
1 R0 ,R1 ,R2 ,R3 ,R4 ,R27 /
2 0 .0D0 , 1 . 0D0 , 2 . 0D0 , 3 . 0D0 , 4 . 0D0 , 2 7 . 0D0/
C
C D e f i n i c i o n de l o s terminos de l a matr iz de modulos tangentes .
C F i l a 1
ET1111=ETAN( 1 , 1 )
ET1122=ETAN( 1 , 2 )
ET1133=ETAN( 1 , 3 )
ET1123=ETAN( 1 , 4 )
ET1113=ETAN( 1 , 5 )
ET1112=ETAN( 1 , 6 )
C F i l a 2
ET2211=ETAN( 2 , 1 )
ET2222=ETAN( 2 , 2 )
ET2233=ETAN( 2 , 3 )
ET2223=ETAN( 2 , 4 )
ET2213=ETAN( 2 , 5 )
ET2212=ETAN( 2 , 6 )
C F i l a 3
ET3311=ETAN( 3 , 1 )
ET3322=ETAN( 3 , 2 )
ET3333=ETAN( 3 , 3 )
ET3323=ETAN( 3 , 4 )
ET3313=ETAN( 3 , 5 )
ET3312=ETAN( 3 , 6 )
C F i l a 4
ET2311=ETAN( 4 , 1 )
ET2322=ETAN( 4 , 2 )
ET2333=ETAN( 4 , 3 )
ET2323=ETAN( 4 , 4 )
ET2313=ETAN( 4 , 5 )
ET2312=ETAN( 4 , 6 )
C F i l a 5
ET1311=ETAN( 5 , 1 )
ET1322=ETAN( 5 , 2 )
ET1333=ETAN( 5 , 3 )
ET1323=ETAN( 5 , 4 )
ET1313=ETAN( 5 , 5 )
ET1312=ETAN( 5 , 6 )
C F i l a 6
ET1211=ETAN( 6 , 1 )
ET1222=ETAN( 6 , 2 )
ET1233=ETAN( 6 , 3 )
ET1223=ETAN( 6 , 4 )
ET1213=ETAN( 6 , 5 )
ET1212=ETAN( 6 , 6 )
C
C DTANG LLEGA INICIALIZADA EN 0 ’S DESDE CTSCM2
C Llenado DE TODA LA MATRIZ DTANG
C DTANG( 1 , 1 )=DT11
DTANG( 1 , 1 )=ET1111
C DTANG( 1 , 2 )=DT12
DTANG( 1 , 2 )=ET1122
C DTANG( 1 , 3 )=DT13
DTANG( 1 , 3 )=ET1112
C DTANG( 2 , 1 )=DT21
DTANG( 2 , 1 )=ET2211
C DTANG( 2 , 2 )=DT22
DTANG( 2 , 2 )=ET2222
C DTANG( 2 , 3 )=DT23
DTANG( 2 , 3 )=ET2212
C DTANG( 3 , 1 )=DT31
DTANG( 3 , 1 )=ET1211
C DTANG( 3 , 2 )=DT32
DTANG( 3 , 2 )=ET1222
C DTANG( 3 , 3 )=DT33
DTANG( 3 , 3 )=ET1212
C
RETURN
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END
C∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗ FIN DTSCM ∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗
C−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−
Lista 5.14: Subrutina de cálculo de matriz constitutiva tangente [DTAN] en el plano – condición plana de
deformaciones – DTSCM2.
5.3.4.3. CTEL
En caso que el criterio de fisuración no se cumpla, debido a que el estado de deformación en el punto de
Gauss no genera una condición de fractura, es decir ε1 ≤ εemax, el material se considera en estado elástico.
En este caso el algoritmo de cálculo que aplica es CTEL, que es una subrutina original que el programa
HYPLAS incluye para el cálculo elástico de la matriz constitutiva tangente en el plano [DTAN]. Esta
subrutina calcula la matriz mencionada en función del tipo de problema: plano de esfuerzos (NTYPE=1)
o plano de deformaciones (NTYPE=2). El código de este algoritmo no se modificó.
Programación: 5.12 El algoritmo de cálculo de la subrutina CTEL se indica en la lista 5.15. Este algoritmo
no se modificó y por ende el código es el original.
SUBROUTINE CTEL
1( DMATX ,NTYPE ,RPROPS )
IMPLICIT DOUBLE PRECISION (A−H,O−Z)








1 FOID( 1 , 1 ) ,FOID( 1 , 2 ) ,FOID( 1 , 3 ) ,FOID( 1 , 4 ) /
2 1 .0D0 , 0 . 0D0 , 0 . 0D0 , 0 . 0D0 /
3 FOID( 2 , 1 ) ,FOID( 2 , 2 ) ,FOID( 2 , 3 ) ,FOID( 2 , 4 ) /
4 0 .0D0 , 1 . 0D0 , 0 . 0D0 , 0 . 0D0 /
5 FOID( 3 , 1 ) ,FOID( 3 , 2 ) ,FOID( 3 , 3 ) ,FOID( 3 , 4 ) /
6 0 .0D0 , 0 . 0D0 , 0 . 5D0 , 0 . 0D0 /
7 FOID( 4 , 1 ) ,FOID( 4 , 2 ) ,FOID( 4 , 3 ) ,FOID( 4 , 4 ) /
8 0 .0D0 , 0 . 0D0 , 0 . 0D0 , 1 . 0D0 /
DATA
1 SOID(1) ,SOID(2) ,SOID(3) ,SOID(4) /
2 1 .0D0 , 1 . 0D0 , 0 . 0D0 , 1 . 0D0 /
DATA
1 R1 ,R2 ,R3 ,R4 /
2 1 .0D0 , 2 . 0 D0 , 3 . 0 D0 , 4 . 0 D0/
C∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗
C COMPUTATION OF THE TANGENT MODULUS (ELASTICITY MATRIX) FOR THE LINEAR
C ELASTIC MATERIAL MODEL
C
C REFERENCE: Express ion ( 4 . 4 4 )
C∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗
C










C Compute e l a s t i c i t y matrix
C −−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−
C
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IF (NTYPE.EQ. 1 )THEN













C stops program i f other s t r e s s s t a t e





DO 20 I =1,NSTRE
DO 10 J=I ,NSTRE
DMATX( I , J )=R2G∗FOID( I , J )+FACTOR∗SOID( I ) ∗SOID( J )
10 CONTINUE
20 CONTINUE
C lower t r i a n g l e
DO 40 J=1,NSTRE−1
DO 30 I=J+1,NSTRE






Lista 5.15: Subrutina de cálculo de la matriz constitutiva elástica [DTAN] en el plano – CTEL.
5.3.5. Incremento en los desplazamientos nodales
En esta sección el módulo general realiza una modificación en el campo nodal de los desplazamientos,
por medio de la adición del incremento de desplazamientos {∆a} = DITER. Lo anterior se realiza con
la subrutina UPCONF, proceso que consiste en actualizar los desplazamientos por medio de la adición
del incremento {∆a}, que resulta de la operación entre la inversa de la matriz de rigidez de la iteración
actual, y las fuerzas residuales de la iteración inmediatamente anterior, es decir:
{∆a} = [K]−1 · {Ψ}
{a} = {a}+ {∆a}
(5.24)
Al aplicarse este incremento entre el cálculo de la matriz de rigidez de la estructura (sección 5.3.4) y
el cálculo del vector de fuerzas internas (sección 5.3.6), se tiene como consecuencia que para un mismo
incremento, el campo de las deformaciones con que se evalúan los dos anteriores cantidades sea diferente.
La matriz de rigidez se obtendrá con un campo de deformaciones menor al campo que se utiliza para el
cálculo de las fuerzas internas, ya que el incremento en los desplazamientos ocasiona que las deformaciones
en general aumenten.
Programación: 5.13 El algoritmo para el incremento de los desplazamientos UPCONF no se modificó.
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5.3.6. Cálculo del vector de esfuerzos
Para la obtención del vector de esfuerzos de la estructura, el programa HYPLAS recorre todos los ele-
mentos finitos de la malla, y en cada uno de estos recorre cada punto de Gauss, con el propósito de
evaluar el vector de esfuerzos en cada punto, según sea el modelo constitutivo del material que compone
al elemento finito. En el caso del modelo de fisura distribuida rotante, el campo de los esfuerzos para
un estado de fisuración esta definido por las relaciones presentadas en las secciones 3.4.1 y 3.4.2, para la
condición plana de esfuerzos y la condición plana de deformaciones respectivamente.
Se requiere de un algoritmo de cálculo SIGMA1 o SIGMA2 que implemente la teoŕıa del modelo de
fisura distribuida rotante, que se presenta en las secciones ya mencionadas. Estas subrutinas tiene por




en cada punto de Gauss g, para luego entregarlo al módulo




, como se indica
en la relación 5.2. Posteriormente, el módulo general se encarga de sumar los vectores de fuerzas internas





, que multiplicándose con la matriz de transformación se convierte en el vector




. Por último, el módulo general ensambla
los vectores de fuerzas globales de cada elemento finito, para obtener el vector de fuerzas internas de
toda la estructura llamado STFOR. Con este último la subrutina CONVER del módulo general, estable-
ce si hay o no convergencia en la iteración que busca resolver el incremento de cargas y/o desplazamientos.
HYPLAS posee una interface para el cálculo del vector de esfuerzos que se llama MATISU, que como
primera medida en el caso de deformaciones infinitesimales calcula en cada punto de Gauss el incremento de
las deformaciones {ε} = {ε}+{∆ε}, mientras que para una condición de deformaciones finitas encuentra
el tensor gradiente de deformación F en dichos puntos. Posteriormente, esta interface identifica el material
constitutivo del elemento finito de estudio, para luego llamar a la subrutina SUXX correspondiente, que




según sea el modelo constitutivo que aplique. En el
caso de este trabajo, dicho algoritmo se llama SUSCM2.
Programación: 5.14 Se requiere incluir una nueva linea de programación en la interface MATISU, con la
cual el programa identifica el material correspondiente al modelo de fisura distribuida rotante CONSCM, y
llama a la subrutina SUSCM2 para obtener el vector de esfuerzos. Dicha linea se adiciona en el condicional de
la variable MATTYP, como se muestra a continuación:
SUBROUTINE MATISU
1( DETF ,NLARGE ,NTYPE ,SUFAIL ,THKGP ,
3 EINCR ,FINCR ,IPROPS ,LALGVA ,RALGVA ,
4 RPROPS ,RSTAVA ,STRES ,ICOUNT ,IELEM ,
5 IGAUSP ,ICUTNR ,NNODE , IITER , IINCS )
C Toda v a r i a b l e e s c a l a r con i n i c i a l ent r e A y H o ent re O y Z seran de doble p r e c i s i o n
IMPLICIT DOUBLE PRECISION (A−H,O−Z)
C Toda v a r i a b l e e s c a l a r con i n i c i a l ent r e I y N s e r a entera
IMPLICIT INTEGER ( I−N)
C
INCLUDE ’ . . /MATERIAL. INC ’
C
PARAMETER( MSTRA=4 ,MBDIM=4 )
C Arguments
LOGICAL
1 SUFAIL ,LALGVA ,ICUTNR
DIMENSION
1 EINCR(MBDIM) ,FINCR( 3 , 3 ) ,IPROPS(∗ ) ,
2 LALGVA(∗ ) ,RALGVA(∗ ) ,RPROPS(∗ ) ,
3 RSTAVA(∗ ) ,STRES(∗ )
C Local a r rays
DIMENSION
1 B(MSTRA) ,BETRL(MSTRA) ,STRAT(MSTRA)
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C MATERIAL INTERFACE FOR STATE UPDATE ROUTINE CALLS:
C ACCORDING TO THE MATERIAL TYPE, CALLS MATERIAL−SPECIFIC STATE UPDATE
C ROUTINE TO UPDATE STRESS AND OTHER STATE VARIABLES
C
C REFERENCE: Figure 5 .4
C S e c t i o n s 5 . 7 . 2 , 5 . 7 . 6
C∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗
C Set up number o f s t r e s s components
C NSTRE=Componentes de e s f u e r z o a c a l c u l a r
IF (NTYPE.EQ. 1 )THEN
C Es fue rzos p lanos NTYPE=1
NSTRE=3
ELSEIF(NTYPE.EQ. 2 )THEN
C Deformaciones p lanas NTYPE=2
NSTRE=4
ELSEIF(NTYPE.EQ. 3 )THEN
C Ejes A x i s i m e t r i c o s NTYPE=3
NSTRE=4
ELSE
CALL ERRPRT( ’ EI0040 ’ )
ENDIF
C I d e n t i f y mat e r i a l type and c l a s s
C MATTYP=Tipo de mater ia l , p . e CONSCM, VMISES
MATTYP=IPROPS(1)
C MATCLS=Clase de mater ia l , p . e HYPEL, nuest ro caso
MATCLS=IPROPS(2)
C
C Then c a l l ma te r i a l c l a s s / type−s p e c i f i c r o u t i n e s
C Dependiendo de l a c l a s e de l ma te r i a l MATCLS se l lamara a l bloque c o r r e s p o n d i e n t e a l mismo
C
C∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗




C I s o t r o p i c e l a s t i c / e l a s t o−p l a s t i c m a t e r i a l s with l o g a r i t h m i c f i n i t e
C s t r a i n extens i on
C ==================================================================
C Compute e l a s t i c t r i a l s t r a i n s . Note that f o r the pure ly e l a s t i c models
C the e l a s t i c t r i a l s t r a i n equa l s the t o t a l s t r a i n
C −−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−
IF (NLARGE.EQ. 0 )THEN
C Deformaciones i n f i n i t e s i m a l e s NLARGE=0. Calcula e l campo de deformac iones de prueba=t r i a l
C Small s t r a i n s : compute e l a s t i c t r i a l INFINITESIMAL s t r a i n
C DO 10 a c t u a l i z a l a nueva deformacion , sumandole a l a a n t e r i o r e l incremento obtenido





C Deformaciones f i n i t a s = Grandes de formac iones NLARGE=1
C Large s t r a i n s : compute e l a s t i c t r i a l LOGARITHMIC s t r a i n
C e l a s t i c t r i a l l e f t Cauchy−Green t en s o r
CALL BETRIA
1( BETRL ,RSTAVA ,FINCR ,NTYPE )
C E l a s t i c t r i a l e u l e r i a n l o g a r i t h m i c s t r a i n
CALL LOGSTR
1( BETRL ,STRAT ,NTYPE )
ENDIF
C Apply smal l s t r a i n ma te r i a l type−s p e c i f i c s t a t e updating procedure
C −−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−
IF (MATTYP.EQ.ELASTC)THEN
C Linear e l a s t i c ( Hencky mate r i a l in l a r g e s t r a i n s )
CALL SUEL
1( NTYPE ,RPROPS ,RSTAVA ,STRAT ,STRES )
C . . . s e t e l a s t o−p l a s t i c f l a g and s t a t e update f a i l u r e f l a g




C Tresca e l a s t o−p l a s t i c
IF (NTYPE.EQ. 1 )THEN
CALL SUTRPN
1( RALGVA ,IPROPS ,LALGVA ,NTYPE ,RPROPS ,
2 RSTAVA ,STRAT ,STRES )
ELSEIF(NTYPE.EQ. 2 .OR.NTYPE.EQ. 3 )THEN
CALL SUTR
1( RALGVA ,IPROPS ,LALGVA ,NTYPE ,RPROPS ,
2 RSTAVA ,STRAT ,STRES )
ENDIF
ELSEIF(MATTYP.EQ.VMISES)THEN
C von Mises e l a s t o−p l a s t i c
IF (NTYPE.EQ. 1 )THEN
CALL SUVMPS
1( RALGVA ,IPROPS ,LALGVA ,NTYPE ,RPROPS ,
2 RSTAVA ,STRAT ,STRES )
ELSEIF(NTYPE.EQ. 2 .OR.NTYPE.EQ. 3 )THEN
CALL SUVM
1( RALGVA ,IPROPS ,LALGVA ,NTYPE ,RPROPS ,
2 RSTAVA ,STRAT ,STRES )
ENDIF
ELSEIF(MATTYP.EQ.VMISTC)THEN
C von Mises e l a s t o−p l a s t i c with d i f f e r e n t hardening t h r e s h o l d
IF (NTYPE.EQ. 1 )THEN
CALL SUVMTC
1( RALGVA ,IPROPS ,LALGVA ,NTYPE ,RPROPS ,
2 RSTAVA ,STRAT ,STRES )
ELSEIF(NTYPE.EQ. 2 .OR.NTYPE.EQ. 3 )THEN
CALL ERRPRT( ’ EI0040 ’ ) !CABIAR ESTE ERROR, ACTUALIZARLO
ENDIF
ELSEIF(MATTYP.EQ.MOHCOU)THEN
C Mohr−Coulomb e l a s t o−p l a s t i c
CALL SUMC
1( RALGVA ,IPROPS ,LALGVA ,NTYPE ,RPROPS ,
2 RSTAVA ,STRAT ,STRES )
ELSEIF(MATTYP.EQ.DRUPRA)THEN
C Drucker−Prager e l a s t o−p l a s t i c
IF (NTYPE.EQ. 1 )THEN
CALL SUDPPN
1( RALGVA ,IPROPS ,LALGVA ,NTYPE ,RPROPS ,
2 RSTAVA ,STRAT ,STRES )
ELSEIF(NTYPE.EQ. 2 .OR.NTYPE.EQ. 3 )THEN
CALL SUDP
1( RALGVA ,IPROPS ,LALGVA ,NTYPE ,RPROPS ,
2 RSTAVA ,STRAT ,STRES )
ENDIF
ELSEIF(MATTYP.EQ.LEMDAM)THEN
C Lemaitre ’ s d u c t i l e damage e l a s t o−p l a s t i c model
CALL SUDAMA
1( RALGVA ,IPROPS ,LALGVA ,NTYPE ,RPROPS ,
2 RSTAVA ,STRAT ,STRES )
ELSEIF(MATTYP.EQ.DAMELA)THEN
C I s o t r o p i c a l l y damaged i s o t r o p i c e l a s t i c mate r i a l with crack c l o s u r e
C e f f e c t s
CALL SUDMEL
1( NTYPE ,RPROPS ,RSTAVA ,STRAT ,STRES ,
2 LALGVA(2) )
C . . . s e t e l a s t o−p l a s t i c f l a g to f a l s e
LALGVA(1) =.FALSE.
ELSEIF(MATTYP.EQ.COPLAS)THEN
C Concrete p l a s t i c model (L . Rodriguez 2010)
CALL SUCOPL
1( RALGVA ,IPROPS ,LALGVA ,NTYPE ,RPROPS ,
2 RSTAVA ,STRAT ,STRES )
ELSEIF(MATTYP.EQ.CODAMA)THEN
C Concrete i s o t r o p i c damage model (L . Herrera 2010)
CALL SUCODA
1( RALGVA ,IPROPS ,LALGVA ,NTYPE ,RPROPS ,
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2 RSTAVA ,STRAT ,STRES )
C∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗
C∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗ MATERIAL FISURA DISTRIBUIDA SCM JCT ∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗
ELSEIF(MATTYP.EQ.CONSCM)THEN
CALL SUSCM2
1( RALGVA ,IPROPS ,LALGVA ,NTYPE ,RPROPS ,
2 RSTAVA ,STRAT ,STRES ,EINCR ,ICOUNT ,





C Error : Mater ia l type not r e c o g n i s e d
CALL ERRPRT( ’ EI0042 ’ )
ENDIF




C Para grandes de formac iones = deformac iones f i n i t a s NLARGE=1,Se e j e cutan c a l c u l o s
a d i c i o n a l e s
C debido a l a cond i c i on de grandes deformaciones−−> No de i n t e r e s
IF (NLARGE.EQ. 1 )THEN
C Perform extra updating o p e r a t i o n s r e q u i r e d by t h i s c l a s s o f
C e l a s t o−p a s t i c m a t e r i a l s at l a r g e s t r a i n s only
DETFT=DETF
IF (NTYPE.EQ. 1 )THEN
C Plane s t r e s s : update Gauss po int t h i c k n e s s accord ing to mat e r i a l
C model . Also update the t o t a l deformation gr ad i e n t ( tak ing the
C t h i c k n e s s s t r a i n i n t o account )
IF (MATTYP.EQ.ELASTC)THEN
C . . . E l a s t i c ( Hencky m ate r i a l in l a r g e s t r a i n s )
CALL TUEL
1( DETFT ,RSTAVA ,THKGP ,1 )
ELSEIF(MATTYP.EQ.VMISES)THEN
C . . . von Mises e l a s t o−p l a s t i c
CALL TUVM
1( DETFT ,RSTAVA ,THKGP ,1 )
C
ELSE
C . . . Error : Mater ia l type not r e c o g n i s e d or not implemented f o r f i n i t e
C s t r a i n s under plane s t r e s s
CALL ERRPRT( ’ EI0058 ’ )
ENDIF
ENDIF











C S i n g l e c r y s t a l a n i s o t r o p i c f i n i t e e l a s t o−p l a s t i c models
C =======================================================
IF (MATTYP.EQ.PDSCRY)THEN
C Planar double s l i p s i n g l e c r y s t a l
CALL SUPDSC
1( RALGVA ,FINCR ,IPROPS ,LALGVA ,NTYPE ,
2 RPROPS ,RSTAVA ,STRES )
ELSE
C Error : Mater ia l type not r e c o g n i s e d
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C Generic i s o t r o p i c f i n i t e h y p e r e l a s t i c i t y models
C ===============================================
C F i r s t compute cur rent Le f t Cauchy−Green s t r a i n tensor , B
CALL LEFTCG
1( RSTAVA ,B ,FINCR ,NTYPE )




1( B ,IPROPS ,NTYPE ,RPROPS ,RSTAVA ,
2 STRES ,THKGP )
SUFAIL=.FALSE.
ELSE
C Error : Mater ia l type not r e c o g n i s e d








C Elasto−p l a s t i c m a t e r i a l s with smal l s t r a i n implementation only
C ==============================================================





C von Mises with mixed i s o t r o p i c / kinemat ic hardening
CALL SUVMMX
1( RALGVA ,IPROPS ,LALGVA ,NTYPE ,RPROPS ,
2 RSTAVA ,STRAT ,STRES )
ELSE
C Error : Mater ia l type not r e c o g n i s e d





C Error : Mater ia l c l a s s not r e c o g n i s e d





Lista 5.16: Interface de cálculo del vector de esfuerzos – MATISU.
La subrutina SUSCM2 se encarga de hallar el vector de esfuerzos para el modelo de fisura distribuida
rotante según sea el campo de las deformaciones en cada punto de Gauss, por ende, es un nuevo algoritmo
que se introduce en el programa HYPLAS. Dependiendo del estado de deformación, el vector de esfuerzos
podrá ser elástico, fisurado–cohesivo o nulo (perdida de cohesión). SUSCM2 consiste en una serie de cálculos
y subrutinas internas (DEFPL1, DEFPL2, NRJCT, SIGMA1 y SIGMA2, etc), que se articulan con el propósito
de obtener el vector mencionado en cada punto de Gauss. Este algoritmo también tiene como propósito
actualizar el campo de las deformaciones convergidas.
Programación: 5.15 El algoritmo SUSCM2 recibe el campo de las deformaciones en el punto de Gauss de




. El código se presenta a continuación y su
diagrama de flujo se encuentra en la figura 5.2:
SUBROUTINE SUSCM2
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1( RALGVA ,IPROPS ,LALGVA ,NTYPE ,RPROPS ,
2 RSTAVA ,STRAT ,STRES ,EINCR ,ICOUNT ,
3 IELEM ,IGAUSP ,ICUTNR ,NNODE , IITER ,
4 IINCS )
C EL OBJETIVO DE ESTA SUBRUTINA ES ENCONTRAR EL VECTOR DE ESFUERZOS ”STRES”
C El incremento en l a s de formac iones se l lama en e s t a subrut ina EINCR
C STRAT( d e c l a r a c i o n )=STRAN( invocac ion ) deformacion t o t a l= ant igua + incremento (EINCR)
C Todas v a r i a b l e e s c a l a r cuyas i n i c i a l e s e s t en ent r e A y H o O y Z seran de doble p r e c i s i o n
IMPLICIT DOUBLE PRECISION (A−H,O−Z)
C Todas l a s v a r i a b l e s e s c a l a r e s cuyas i n i c i a l e s sean I o N seran e n t e r a s
IMPLICIT INTEGER ( I−N)
C Hyplas g l o b a l database
INCLUDE ’ . . /MAXDIM. INC ’
C INCLUDE ’ . . /MATERIAL. INC ’
C INCLUDE ’ . . /ELEMENTS. INC ’
C INCLUDE ’ . . /GLBDBASE. INC ’
C Base de datos g l o b a l de l problema SCM JCT donde e s t a d e f i n i d o globalmente VRLENG y ENNHIS
INCLUDE ’ . . /JCTDBASE. INC ’
C Se d e f i n e n parametros , e s t o s seran i n m o d i f i c a b l e s en e l codigo
PARAMETER(MSTRS=4 ,MBDIM=6)
PARAMETER( PI =3.14159)
C Dec larac ion de v e c t o r e s y matr i ce s JCT
INTEGER ITEST(2)
DOUBLE PRECISION DEFP(3) , P1 (3 ) , P2 (3 ) , P3 (3 ) , ETAN( 6 , 6 ) ,
1 ESFV(MSTRS) , ESFP (3) , DMATX(MBDIM,MBDIM)
LOGICAL DN, TESTIG, ICUTNR
LOGICAL BAND
C Se dan dimens iones a l o s a r r e g l o (∗ )−> tome e l v a l o r con que se invoca
DIMENSION
1 RPROPS(∗ ) ,RSTAVA(MBDIM) ,DEFOR(MBDIM) ,
2 STRES(MSTRS) ,STRAT(MBDIM) ,EINCR(MBDIM)
DATA
1 R0 ,R1 ,R2 ,R3 ,R4 ,R27 ,R30 ,RP1 ,RP5 /
2 0 .0D0 , 1 . 0 D0 , 2 . 0 D0 , 3 . 0 D0 , 4 . 0 D0 , 2 7 . 0 D0 , 3 0 . 0D0 , 0 . 1 D0 , 0 . 5 D0 /
DATA R162 /162 .0D0/
DATA RREF/3 .0 D15/
C Formato de impres ion D. L y J .C.T para saber en que rango se evaluo
777 FORMAT (5X,A, I3 )
C
C∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗
C SUBRUTINA QUE CALCULA LOS ESFUERZOS DEL EF#IELEM EN EL PUNTO DE GAUSS IGAUS −>STRES
C∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗
C Impres ion en p a n t a l l a de l # de EF en e s t u d i o y de su punto de gauss
C WRITE (∗ , 777) ’EF # = ’ , IELEM
C WRITE (∗ , 777) ’ Pto de gauss # = ’ , IGAUSP
















C I n i c i a l i z a r s o l u c i o n ENNCS y ancho de banda H
ENNCS=R0
H=R0
C Calculo de l a l o ng i tud c a r a c t e r i s t i c a RLCH de l ” m ate r i a l ”
RLCH=(YOUNG∗GTT) /(FT∗∗2)
C Calculo de l a l o ng i tud c a r a c t e r i s t i c a RLCH de l ”EF”
RLEF=VRLENG(IELEM)
C Calculo de l a deformacion e l a s t i c a maxima
EEMAX=FT/YOUNG
C I n i c i a l i z a c i o n de ICUTNR
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ICUTNR=.FALSE.
C∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗





C Cambio de nombre de l a s de formac iones de STRAT a DEFOR, se emplea DEFOR ya que
C o r i g i na l m en t e todo e l cod igo a l r e f e r i r s e a de formac iones se l lamo DEFOR.
C Las de formac iones que maneja HYPLAS son i n g e n i e r i l e s gamaxy=2∗ e p s i l o n x y . Las
C deformac iones que maneja e l modelo SCM on c i e n t i f i c a s ( e p s i l o n ) , ya que l a s e cuac ione s
C se der ivaron de e x p r e s i o n e s t e n s o r i a l e s de l t e n s o r deformaciones−> C i e n t i f i c a s .
C STRAT( i )=RSTAVA2( i )+EINCR( i )=Deformaciones + Incremeto de de f .
C RSTAVA(1)=e11 ; RSTAVA(2)=e22 ; RSTAVA(3)=gama12
DEFOR(1)=STRAT(1)
DEFOR(2)=STRAT(2)
C RSTAVA(3)=gama12 −> Pero SCM maneja de formac iones c i e n t i f i c a s ( e p s i l o n 1 2 ) .
C Para c o n v e r t i r DEFOR(3) en c i e n t i f i c a debemos /2
C STRAT(3)=gama12=2∗ e p s i l o n 1 2 −> DEFOR(3)=STRAT(3) /2=2∗ e p s i l o n 1 2 /2 −> DEFOR(3)=e p s i l o n 1 2
DEFOR(3)=STRAT(3) /R2
DEFOR(4)=STRAT(4)
C RSTAVA −> Deformaciones i n g e n i e r i l e s .
C STRAT −> Deformaciones i n g e n i e r i l e s
C DEFOR −> Deformaciones c i e n t i f i c a s
C∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗
C Var iab le s e l e c t o r a de l a subrut inas para c a l c u l a r de formac iones p r i n c i p a l e s para e l
C ID2D=1−>Estado PLANO ESFUERZOS. Se u t i l i z a e l a lgor i tmo 2D DEFPL1 hecho a l a medida
C c a l c u l o de deformac iones p r i n c i p a l e s , para estado
C PLANO ESFUERZO
C
C ID2D=2−>Estado PLANO DEFORMACIONES. Se u t i l i z a e l a lgor i tmo 2D DEFPL2 hecho a l a medida
C para e l c a l c u l o de de formac iones p r i n c i p a l e s , para
C estado PLANO DEFORMACIONES
C ID2D=3−>NO UTILIZAR , estado plano de e s f u e r z o .
c
C Var iab le s e l e c t o r a para c a l c u l a r l a deformacion ult ima EF ( perdida de cohes ion )
C ! ! ! ! IEF c o n t r o l a que t i p o de subrut ina se a p l i c a para a l c a l c u l o de l a d i r e c c i o n e s
C p r i n c i p a l e s de deformacion ! ! !
C IEF=1−>Estado PLANO ESFUERZOS. VECPL1 c a l c u l a l a s d i r e c c i o n e s p r i n c i p a l e s de deformacion
C VECPL1 es EXCLUSIVO para un estado PLANO ESFUERZOS
C Se u t i l i z a EF=DMAX/H −> VARIABLE para cada elemento , cada
C elemento t i e n e su EF p a r t i c u l a r .
C IEF=2−>Estado PLANO DEFORMACIONES. VECPL2 c a l c u l a l a s d i r e c c i o n e s p r i n c i p a l e s de
C deformacion . VECPL2 es EXCLUSIVO para un estado PLANO DEFORMACION
C Se u t i l i z a EF=DMAX/H −> VARIABLE para cada elemento , cada
C elemento t i e n e su EF p a r t i c u l a r .
C IEF=3−>Se u t i l i z a EF=DMAX/RLCH −>EF i g u a l para todo elemento f i n i t o , no importa tamano
IF (NTYPE.EQ. 1 )THEN













C A) Se debe eva luar s i e l estado de deformacion es nulo (1 ra s i t e r a c i o n e s de l 1 er incremento )
C A. 1 ) Deformaciones = 0 −> STRES = 0 Estado de e s f u e r z o s nulo
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C BORRAR BORRAR
C I n i c i a l i z a c i o n de booleana que i n d i c a r a s i e l estado de de formac iones es nulo o no .
DN=.FALSE.




C ∗∗∗∗A. 1 ) DN=.TRUE. −> estado de deformacion nulo (1 ra s i t e r a c i o n e s 1 er incremento )
IESTAD=0
C Como consecuenc ia estado de e s f u e r z o s es nulo −> STRES = 0











rs tava (6 )=H
C Recordar que l a s de formac iones en e s t a subrut ina se llaman DEFOR, pero en e l
C llamamiento de l a misma se llaman STRAN.
C
ELSE
C ∗∗∗∗A. 2 ) DN=.FALSE. −> estado de de formac iones NO nulo
C−−−−−−−−−Calculo de l a s de formac iones p r i n c i p a l e s de l estado NO nulo OBJETIVO EI , segun sea ID2D
SELECT CASE(ID2D)
CASE(1)
C Estado plano de ESFUERZOS
CALL DEFPL1 ( EI , EII , EIII ,DEFOR, POISS , TESTIG, ITEST , LI ,MBDIM,
2 IGAUSP, IELEM, 1 ,ICOUNT,RLAMDA,RNU, IITER , IINCS ,
3 E33REC)
CASE(2)
C Estado plano de DEFORMACIONES.
CALL DEFPL2 ( EI , EII , EIII ,DEFOR, POISS , TESTIG, ITEST , LI ,MBDIM,
2 IGAUSP, IELEM, 1 ,ICOUNT,RLAMDA,RNU, IITER , IINCS ,
3 E33REC)
CASE(3)
C NO UTILIZAR Estado plano de e s f u e r z o s
C Las de formac iones p r i n c i p a l e s se hayan con e l a lgor i tmo 2D DEFPLA hecho para estado
C de deformac iones c o r r e s p o n d i e n t e a un estado de plano de e s f u e r z o s .
CALL DEFPL1 ( EI , EII , EIII ,DEFOR, POISS , TESTIG, ITEST , LI ,MBDIM,
2 IGAUSP, IELEM, 1 ,ICOUNT,RLAMDA,RNU, IITER , IINCS ,
3 E33REC)
END SELECT
C Calculo de t raza de de formac iones
TRADEF=EI+EII+EII I




C A. 2 . 1 ) EI<=EEMAX −>A. 2 . 1 . 1 VERDADERO−> Estado cohes ivo ELASTICO −> STRES=ELASTICO
C −> Calculo con SUEL.
C A. 2 . 1 . 2 FALSO −> Determinar s i e s cohes ivo f i s u r a d o SCM o Perdida
C de cohes ion
C ∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗
C ∗∗ A. 2 . 1 )
IF ( EI .LE.EEMAX) THEN
C ∗∗ A. 2 . 1 . 1 ) VERDADERO −> EI<=EEMAX −> Estado ELASTICO −> SIGMAS=ELASTICO−> Calculo SUEL
IESTAD=1
1111 CALL SUEL (NTYPE,RPROPS,RSTAVA,STRAT,STRES)






rs tava (6 )=H
C
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ELSE
C ∗∗ A. 2 . 1 . 2 ) FALSO −> EI>EEMAX puede s e r Estado SCM o perdida de cohes ion .
C−−−−−−−−−−−−−Calculo de H para poder determinar l a deformacion ult ima de perdida de cohes ion EF
SELECT CASE( IEF )
CASE(1)
C Estado PLANO ESFUERZOS
C Calculo de l ancho de banda H proyectado −> J i r a s e k pag 37
C VECPL1 d i r e c c i o n e s p r i n c i p a l e s de deformacion estado PLANO ESFUERZOS
CALL VECPL1 (DEFOR, EI , EII , EIII , P1 , P2 , P3 , POISS , TESTIG,
2 ITEST , LI ,MBDIM,BAND,ICOUNT,IELEM,IGAUSP, 1 ,
3 RLAMDA,RNU, IITER , IINCS )
IF (BAND) THEN
WRITE (∗ , 777) ’P1 f u e r a de l plano−>In te . nombres CAL H ’
C PAUSE
ENDIF
C PRODOT obt i ene e l maximo producto punto ent re l o s v e c t o r e s que unen nudos
C ( conten idos en l a h ipe rmatr i z VECNOD) , y un vec to r en l a d i r e c c i o n p r i n c i p a l
C en que se d e s a r r o l l a l a f i s u r a , e s d e c i r P1 .
C H=max( abs (P1 o VECNOD( f i l a i ) ) )




C Estado PLANO DEFORMACIONES
C Calculo de l ancho de banda H proyectado −> J i r a s e k pag 37
C VECPL2 d i r e c c i o n e s p r i n c i p a l e s de deformacion estado plano de DEFORMACIONES
CALL VECPL2 (DEFOR, EI , EII , EIII , P1 , P2 , P3 , POISS , TESTIG,
2 ITEST , LI ,MBDIM,BAND,ICOUNT,IELEM,IGAUSP, 1 ,
3 RLAMDA,RNU, IITER , IINCS )
IF (BAND) THEN
WRITE (∗ , 777) ’P1 f u e r a de l plano−>In te . nombres CAL H ’
C PAUSE
ENDIF
C PRODOT obt i ene e l maximo producto punto ent re l o s v e c t o r e s que unen nudos
C ( conten idos en l a h ipe rmatr i z VECNOD) , y un vec to r en l a d i r e c c i o n p r i n c i p a l
C en que se d e s a r r o l l a l a f i s u r a , e s d e c i r P1 .
C H=max( abs (P1 o VECNOD( f i l a i ) ) )








C−−−−−−−−−−− Calculo de EF = deformacion ult ima de perdida de cohes ion EF o EPEN
C ILEY es una v a r i a b l e almacenada en e l vec to r RPROPS(8) . EPEN=0 Se u t i l i z a en e l
C caso 2 = Exponencial , pero es n e c e s a r i o e s t e dec larada en l o s casos 1 y 3 por








C ILEY=2−>Ley Exponencial −> Calcu la r EPEN
EPEN=GTT/(FT∗H)
C EF se hace=30 para que pase e l IF ( EI<EF) A. 2 . 1 . 2 ) en e l caso de l a exponenc ia l ,
C ya que e s t a es a s i n t o t i c a a l cero , y e l l i m i t e de deformacion ult ima EF no e x i s t e
EF=RREF
CASE(3)





C A. 2 . 1 . 2 ) EEMAX<EI<=EF −> A. 2 . 1 . 2 . a VERDADERO −> Estado cohes ivo FISURADO
C −> APLICAR SCM −> DMATX=CTSCM
C A. 2 . 1 . 2 . b FALSO −> Sin Cohesion DMATX=0
C ∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗
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C ∗∗ A. 2 . 1 . 2 )
IF ( EI .LE.EF) THEN
C ∗∗A. 2 . 1 . 2 . a EEMAX<EI<EF −> Fisurado cohes ivo SCM
IESTAD=2
JA=1
C Llamado de l Newton Rapshon (NR) que encuentra l a s 2 v a r i a b l e s n e c e s a r i a s−>ENNCS
C y EC para e l c a l c u l o de todos l o s terminos de STRES ( vec to r de e s f u e r z o s )
CALL NRJCT (RLAMDA,RNU,TRADEF, EI ,FT, C1 , C2 ,EF,EEMAX,ENNCS,EC,
2 JA,ICOUNT,IELEM,IGAUSP, 2 ,ICUTNR, IITER , IINCS ,
3 EPEN, ILEY)
C S e l e c t o r para saber s i NRJCT converge antes de l l e g a r a l l i m i t e de i t e r a c i o n e s =20
IF (ICUTNR) THEN
C ICUTNR=TRUE −> NO convergenc ia en NRJCT −> Rango E l a s t i c o
C −> Calculo e l a s t i c o de STRES
IESTAD=1
RFF=(RLAMDA∗TRADEF)+R2∗RNU∗EI
C WRITE (∗ , 777) ’No convergenc ia d NR−>DMATX e l a s t i c ’
C WRITE (∗ ,∗ ) ’ Corte con l a v e r t i c a l de J i r a s e k MPa = ’ ,RFF
CALL SUEL (NTYPE,RPROPS,RSTAVA,STRAT,STRES)





C RSTAVA(5)=ENNCS, r s tava (6 )=H −> f a l s o caso de f i s u r a c i o n =0
RSTAVA(5)=R0
rs tava (6 )=R0
ELSE
C Caso c o n t r a r i o −> ICUTNR=FALSE −> SI hubo convergenc ia




C Llamado de subrut inas que c a l c u l a n e l vec to r de e s f u e r z o s STRES segun NTYPE
SELECT CASE(NTYPE)
CASE(1)
C NTYPE=1 −> Condicion PLANA ESFUERZOS.
CALL SIGMA1 (SIGM1, SIGM2, SIGM12 ,RLAMDA,RNU, P1 ,ENNCS,
1 DEFOR, POISS ,MBDIM)
CASE(2)
C NTYPE=2 −> Condicion PLANA DEFORMACIONES
CALL SIGMA2 (SIGM1, SIGM2, SIGM12 ,RLAMDA,RNU, P1 ,ENNCS,
1 DEFOR, POISS ,MBDIM)
CASE(3)
C NTYPE=3 −> Condicion AXIMETRICA −> NUNCA UTILIZAR
CALL SIGMA1 (SIGM1, SIGM2, SIGM12 ,RLAMDA,RNU, P1 ,ENNCS,
1 DEFOR, POISS ,MBDIM)
END SELECT




C Guarda l a s de formac iones en RSTAVA −> ACTUALIZAR
C Recordar que l a s de formac iones en e s t a subrut ina se llaman DEFOR, pero en e l






rs tava (6 )=H
C
ENDIF
C ∗∗FIN A. 2 . 1 . a
ELSE
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C ∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗ Calcu la r ENNCS para perdida de cohes ion ∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗
CALL NRJCT (RLAMDA,RNU,TRADEF, EI ,FT, C1 , C2 ,EF,EEMAX,ENNCS,EC,
2 JA,ICOUNT,IELEM,IGAUSP, 2 ,ICUTNR, IITER , IINCS ,
3 EPEN, ILEY)
C S e l e c t o r para saber s i NRJCT converge antes de l l e g a r a l l i m i t e de i t e r a c i o n e s =20
IF (ICUTNR) THEN
C ICUTNR=TRUE −> NO Hubo convergenc ia en NRJCT −> Problemas se e s t a en NO cohes ion
C WRITE (∗ , 777) ’No convergenc ia de NR en PERIDIDA COHESION’
C ENNCS se c a l c u l a como una r e l a c i o n l i n e a l con datos de h i s t o r i a





ENNC1=ENNHIS(IMAYOR−1,IGAUSP, IELEM, 2 )











rs tava (6 )=H
C ∗∗FIN A. 2 . 1 . 2 )
ENDIF




C Impres ion de l caso e j ecutado en p a n t a l l a
C SELECT CASE (IESTAD)
C CASE(0)
C WRITE (∗ , 777) ’ Estado de deformac nulo Esfuerzo−>SUEL’ , IESTAD
C CASE(1)
C WRITE (∗ , 777) ’ELASTICO Esfuerzo−>SUEL’ , IESTAD
C CASE(2)
C WRITE (∗ , 777) ’FISURADO SCM Esfuerzo−>SUSCM’ , IESTAD
C CASE(3)






C SUBRUTINA QUE LOS ESFUERZOS DEL EF#IELEM EN EL PUNTO DE GAUSS IGAUS −>STRES
C∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗




en el plano – SUSCM2
Programación: 5.16 El algoritmo de cálculo del vector de esfuerzos SUSCM2, se invoca con la siguiente
linea de control: HYPLAS→ INTFOR→ ELEIIF→ IFSTD2→ MATISU→ SUSCM2.
La ejecución del algoritmo SUSCM2 requiere la invocación de dos subrutinas propias para el cálculo
de los esfuerzos, las cuales son: SIGMA1 y SIGMA2, que calculan el vector de esfuerzos para la condición
plana de esfuerzos y para la condición plana de deformaciones respectivamente. Igualmente se hace uso
del algoritmo de cálculo elástico de los esfuerzos SUEL, que pertenece al modelo constitutivo elástico que
viene en el código original del programa HYPLAS. A continuación se comentan estos algoritmos:
5.3.6.1. SIGMA1




en cada punto de Gauss,
para la condición plana de esfuerzos. Por tal razón, la subrutina consiste en implementar lo establecido
Caṕıtulo 5. Implementación del modelo de fisura ditribuida rotante en HYPLAS 191
SUSCM2
Extraccion y calculo de
nuevas variables a par-
tir del vector RPROPS
Iniciacion del vector de
esfuerzos STRES = ~0
Conversion de defor-
maciones ingenieriles
a cientificas: εij = γij2
Determinar problema
a analizar: plano
de esfuerzo o de
deformaciones. NTYPE
‖ε‖ = 0
Calculo de las deforma-
ciones principales,
segun NTYPE:
ε1 < ε2 < ε3
DEFPL1, DEFPL2
Traza de deformacio-
nes: tr (ε) = ε1 +ε2 +ε3
Deformacion elastica
maxima: εemax = ftEe
ε1 ≤ εemax
Calculo de las direccio-
nes principales segun















Abertura de fisura ma-
xima a la cual se pierde
cohesion, segun ley de
ablandamiento: δmax
Deformacion ultima
a la que se pierde


















Estado nulo de defor-
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en la sección 3.4.1, es decir, encontrar los siguientes términos y organizarlos en el vector mencionado:





































































Esta subrutina necesita como dato de entrada las constantes de Lamé, el campo de las deformaciones
ε, el vector principal mayor de deformaciones p̂ 1 y la deformación de fisuración εcnn.
Programación: 5.17 El código de programación de la subrutina SIGMA1 se presenta en la siguiente lista:
C−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−
C∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗ INICIO SUBRUTINA SIGMA1 ∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗
SUBROUTINE SIGMA1 (SIGM1, SIGM2, SIGM12 , RLAMDA, RNU, P1 , ENNCS,
1 DEFOR, POISS ,MBDIM)
C SIGMA1 c a l c u l a l o s e s f u e r z o s para una cond i c i on PLANA DE ESFUERZOS EXCLUSIVAMENTE segun
C l o obtenido de l modelo de SCM de J i r a s e c k .
C Toda v a r i a b l e e s c a l a r e cuya i n i c i a l e s t e ent re A y H y O y Z seran de doble p r e c i s i o n
IMPLICIT DOUBLE PRECISION (A−H, O−Z)
C Toda v a r i a b l e e s c a l a r cuya i n i c i a l e s t e ent re I y N s e r a ente ra
IMPLICIT INTEGER ( I−N)
C D e f i n i c i o n de v a r i a b l e s JCT
DOUBLE PRECISION DEFOR(MBDIM) , P1 (3 )
C D e f i n i c i o n de v a r i a b l e s e s c a l a r e s f i j a s
DATA
1 R0 ,R1 ,R2 ,R3 ,R4 ,R27 /
2 0 .0D0 , 1 . 0 D0 , 2 . 0 D0 , 3 . 0 D0 , 4 . 0 D0 , 2 7 . 0 D0/
C













C Calculo de l a de f E33 f u e r a de l plano TENIENDO EN CUENTA FISURACION,
C OJO NO es e l p lanteamiento ELASTICO






C E33=(−POISS∗( E11+E22 ) ) /(1−POISS)
C
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C SIGMAS SCM−JIRASECK−>VER APUNTES ”Comprob . que SIGMA es c o r r e c t o Estado PLANO ESFUERZOS”
C Factores para f a c i l i t a r c a l c u l o
SFAC1=E11−(P11C∗ENNCS)
SFAC2=E22−(P21C∗ENNCS)









C∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗ FIN SUBRUTINA SIGMA1 ∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗
C−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−




– condición plana de esfuerzos – SIGMA1.
5.3.6.2. SIGMA2





condición plana de deformaciones. Lo anterior se desarrolló en la sección 3.4.2, en donde se estableció que
el campo de los esfuerzos debe ser:





































































Como datos de entrada esta subrutina requiere conocer las constantes de Lamé λ y µ, el campo de
deformaciones ε, la dirección principal mayor de deformación p̂ 1 y la deformación de fisuración εcnn.
Programación: 5.18 El código de programación de la subrutina SIGMA2 se presenta en la siguiente lista:
C−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−
C∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗ INICIO SUBRUTINA SIGMA2 ∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗
SUBROUTINE SIGMA2 (SIGM1, SIGM2, SIGM12 , RLAMDA, RNU, P1 , ENNCS,
1 DEFOR, POISS ,MBDIM)
C SIGMA2 c a l c u l a l o s e s f u e r z o s para una cond i c i on PLANA DEFORMACIONES EXCLUSIVAMENTE segun
C l o obtenido de l modelo de SCM de J i r a s e c k
C Toda v a r i a b l e e s c a l a r cuya i n i c i a l e s t e ent re A y H y O y Z s e r a de doble p r e c i s i o n
IMPLICIT DOUBLE PRECISION (A−H, O−Z)
C Toda v a r i a b l e e s c a l a r cuya i n i c i a l e s t e ent re I y N s e r a ente ra
IMPLICIT INTEGER ( I−N)
C D e f i n i c i o n de v a r i a b l e s JCT
DOUBLE PRECISION DEFOR(MBDIM) , P1 (3 )
C D e f i n i c i o n de v a r i a b l e s e s c a l a r e s f i j a s
DATA
1 R0 ,R1 ,R2 ,R3 ,R4 ,R27 /
2 0 .0D0 , 1 . 0 D0 , 2 . 0 D0 , 3 . 0 D0 , 4 . 0 D0 , 2 7 . 0 D0/
C
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C SIGMAS SCM−JIRASECK−>APUNTES ”Comprob . que SIGMA es c o r r e c t o Estado PLANO DEFORMACIONES”
C Factores para f a c i l i t a r c a l c u l o
SFAC1=E11−(P11C∗ENNCS)
SFAC2=E22−(P21C∗ENNCS)









C∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗ FIN SUBRUTINA SIGMA2 ∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗
C−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−




– condición plana deformaciones – SIGMA2.
5.3.6.3. SUEL
La subrutina SUEL, tiene como propósito hallar el vector de esfuerzos en cada punto de Gauss, para
una condición elástica, lo cual ocurre cuando el campo de las deformaciones no cumple con el criterio
de fisuración, es decir: ε1 ≤ εemax. El algoritmo SUEL encuentra el estado de esfuerzos según sea el tipo
de problema: plano de esfuerzos (NTYPE=1) o plano de deformaciones (NTYPE=2). El código de esta
subrutina no se modificó.
Programación: 5.19 El algoritmo de cálculo de la subrutina SUEL se indica en la lista 5.20. Este algoritmo
no se modificó y por ende el código es el original.
SUBROUTINE SUEL
1( NTYPE ,RPROPS ,RSTAVA ,STRAN ,STRES )
C En l a invocac ion STRAT=STRAN
C Toda v a r i a b l e cuya i n i c i a l e s t e ent r e A y H o O y Z s e r a de doble p r e c i s i o n
IMPLICIT DOUBLE PRECISION (A−H,O−Z)
C Toda v a r i a b l e cuya i n i c i a l e s t e ent r e I y N s e r a entera









1 RP5 ,R2 ,R3 ,R4 /
2 0 .5D0 , 2 . 0 D0 , 3 . 0 D0 , 4 . 0 D0/
C∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗
C STATE UPDATE PROCEDURE FOR LINEAR ELASTIC MATERIAL MODEL
C
C REFERENCE: Express ion ( 4 . 4 3 )
C∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗
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C





C Decompose s t r a i n i n t o d e v i a t o r i c and vo lumetr i c components
C −−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−
R2G=R2∗GMODU
IF (NTYPE.EQ. 1 )THEN








ELSEIF(NTYPE.EQ. 2 .OR.NTYPE.EQ. 3 )THEN







CALL ERRPRT( ’ EI0018 ’ )
ENDIF
C Convert e n g i n e e r i n g shear component i n t o p h y s i c a l component
EED(3)=STRAN(3) ∗RP5
C
C Update s t r e s s us ing l i n e a r e l a s t i c law
C −−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−
C h y d r o s t a t i c s t r e s s
P=BULK∗EEV




IF (NTYPE.EQ. 2 .OR.NTYPE.EQ. 3 )STRES(4)=R2G∗EED(4)+P
C






IF (NTYPE.EQ. 1 )THEN
R3BULK=R3∗BULK
RSTAVA(4)=−(STRAN(1)+STRAN(2) ) ∗(R3BULK−R2G) /(R3BULK+R4G)










en el plano – SUEL.
5.3.7. Datos de salida
Todo modelo constitutivo tiene un algoritmo propio que imprime los datos de salida relevantes de cada
material, que posteriormente son utilizados en la etapa del post–proceso para analizar los resultados. Es-
tos datos deben ser almacenados en el archivo de datos de salida, el cual tiene tres posibles formatos,
dependiendo del valor de la variable NOUTF que el usuario halla ingresado en el archivo de entrada. Si
dicha variable toma el valor de 1 el formato de salida es el que por omisión traer el programa HYPLAS,
si es 2 ó 3 el formato es el requerido para realizar un post–proceso con el programa GiD, y si es 4 es el
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formato para un post–proceso con el programa GMSH.
En el caso del modelo de fisura distribuida rotante, el algoritmo mencionado se llama ORSCM, y es
invocado por medio de la interface MATIOR, que se encarga de identificar el material constitutivo del
elemento finito en cuestión, para luego llamar a la subrutina ORXX correspondiente.
Programación: 5.20 Se requiere introducir una nueva linea de programación en la interface MATIOR, para
que el programa identifique el material correspondiente al modelo de fisura distribuida rotante CONSCM, y
llame a la subrutina ORSCM. Dicha linea se introduce en el condicional de la variable MATTYP, como se
muestra a continuación:
SUBROUTINE matior
&( ntype , i p ro p s , ra l gva , rprops , r s tava , s t r e s ,
& ie l em , i i n c s , igausp , nout f , p r t r a l , p r t r s t ,
& p r t s t r , l b l r a l , l b l r s t , l b l s t r )
IMPLICIT DOUBLE PRECISION (A−H,O−Z)
INCLUDE ’ . . /MATERIAL. INC ’
C Arguments
i n t e g e r
& p r t r a l (∗ ) , p r t r s t (∗ ) , p r t s t r (∗ )
c h a r a c t e r ∗80
& l b l r a l (∗ ) , l b l r s t (∗ ) , l b l s t r (∗ )
DIMENSION
1 IPROPS(∗ ) ,RALGVA(∗ ) ,RPROPS(∗ ) ,
2 RSTAVA(∗ ) ,STRES(∗ )
C∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗
C MATERIAL INTERFACE FOR OUTPUT RESULT ROUTINE CALLS:
C ACCORDING TO THE MATERIAL TYPE, CALLS MATERIAL−SPECIFIC OUTPUT
C ROUTINE
C
C REFERENCE: S e c t i o n s 5.7.5−6
C∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗
C F i r s t i d e n t i f y m ate r i a l type
C −−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−
MATTYP=IPROPS(1)
C Then c a l l cor re spond ing r o u t i n e to output mater ia l−s p e c i f i c r e s u l t s
C −−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−
IF (MATTYP.EQ.ELASTC)THEN
C E l a s t i c
CALL OREL(16 ,NTYPE ,STRES )
ELSEIF(MATTYP.EQ.TRESCA)THEN
C Tresca
CALL ORTR(RALGVA ,16 ,NTYPE ,RSTAVA ,STRES )
ELSEIF(MATTYP.EQ.VMISES .OR.MATTYP.EQ.VMISTC)THEN
C von Mises or von Mises with d i f f e r e n c e d T/C t h r e s h o l d
CALL ORVM(RALGVA ,16 ,22 ,NTYPE ,RSTAVA ,STRES,
1 IELEM , IINCS ,IGAUSP , nout f )
ELSEIF(MATTYP.EQ.MOHCOU)THEN
C Mohr−Coulomb
CALL ORMC(RALGVA ,16 ,NTYPE ,RSTAVA ,STRES )
ELSEIF(MATTYP.EQ.DRUPRA)THEN
C Drucker−Prager
CALL ORDP(RALGVA ,16 ,NTYPE ,RSTAVA ,STRES )
ELSEIF(MATTYP.EQ.LEMDAM)THEN
C Lemaitre ’ s d u c t i l e damage model
CALL ORDAMA(RALGVA , 16 , 22 , NTYPE ,RSTAVA ,STRES ,
1 IELEM , IINCS ,IGAUSP, nout f )
ELSEIF(MATTYP.EQ.DAMELA)THEN
C I s o t r o p i c a l l y damaged i s o t r o p i c e l a s t i c mate r i a l with crack c l o s u r e
C e f f e c t s
CALL ORDMEL(16 ,NTYPE ,STRES )
ELSEIF(MATTYP.EQ.OGDEN)THEN
C Ogden h y p e r e l a s t i c
CALL OROGD(16 ,NTYPE ,STRES )
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ELSEIF(MATTYP.EQ.PDSCRY)THEN
C Planar double−s l i p s i n g l e c r y s t a l p l a s t i c i t y model
CALL ORPDSC(RALGVA,16 ,NTYPE ,RPROPS ,RSTAVA ,STRES )
ELSEIF(MATTYP.EQ.VMMIXD)THEN
C von Mises with mixed i s o t r o p i c / kinemat ic hardening ( i n f i n i t e s i m a l
C only )
CALL ORVMMX(RALGVA , 16 , 22 , NTYPE ,RSTAVA ,STRES ,
1 IELEM , IINCS ,IGAUSP, nout f )
ELSEIF(MATTYP.EQ.COPLAS)THEN
C Concrete p l a s t i c model (L . Rodriguez 2010)
CALL ORCOPL(RALGVA ,16 ,22 ,NTYPE ,RSTAVA ,STRES,
1 IELEM , IINCS ,IGAUSP , nout f )
ELSEIF(MATTYP.EQ.CODAMA)THEN
C Concrete damage model (L . Herrera 2010)
CALL ORCODA(RALGVA ,16 ,22 ,NTYPE ,RSTAVA ,STRES,
1 IELEM , IINCS ,IGAUSP , nout f )
C∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗
C∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗ MODELO FISURA DISTRIBUIDA SCM JCT ∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗
ELSEIF(MATTYP.EQ.CONSCM)THEN
C Smeared crack model (JC Tamasco 2019)
c a l l orscm
&( ra lgva , ntype , r s tava , s t r e s , i e l em , i i n c s ,
& igausp , nout f , p r t r a l , p r t r s t , p r t s t r , l b l r a l ,




C Error : Mater ia l type not r e c o g n i s e d




Lista 5.21: Interface de impresión de datos de salida – MATIOR.
El algoritmo ORSCM es nuevo dentro de la estructura de HYPLAS, y consiste básicamente en una
subrutina que se encarga de imprimir los siguientes resultados: esfuerzos σxx, σyy y σxy, deformación de
fisuración εcnn y el ancho de banda H. Los anteriores resultados se almacenan en el archivo de salida para
cada punto de Gauss de cada elemento finito, en cada uno de los incrementos de cargas y/o desplaza-
mientos en que se dividió el análisis incremental del problema.
Programación: 5.21 El código del algoritmo ORSCM se presenta en la siguiente lista:
SUBROUTINE ORSCM
&( dgama , ntype , r s tava , s t r e s , i e l em , i i n c s ,
& igausp , nout f , p r t r a l , p r t r s t , p r t s t r , l b l r a l ,
& l b l r s t , l b l s t r )
C Toda v a r i a b l e con i n i c i a l en t r e A y H o O y Z s e r a de doble p r e c i s i o n
IMPLICIT DOUBLE PRECISION (A−H,O−Z)
C Toda v a r i a b l e con i n i c i a l en t r e I y N s e r a de doble p r e c i s i o n
IMPLICIT INTEGER ( I−N)
C Database




DIMENSION RSTAVA(MSTRE+1) , STRES(∗ )
C
i n t e g e r
& p r t r a l ( mralgv ) , p r t r s t ( mrstav ) , p r t s t r ( mstre )
c h a r a c t e r ∗80
& l b l r a l ( mralgv ) , l b l r s t ( mrstav ) , l b l s t r ( mstre )
DATA R2 ,R3 / 2 .0D0 , 3 . 0 D0 /
C∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗
C OUTPUT RESULTS (INTERNAL AND ALGORITHMIC VARIABLES) FOR SCM
C NON−LINEAR ANISOTROPIC SOFTENING
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C∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗
1000 FORMAT( ’ S−e f f = ’ ,G12 . 4 , ’ ENNC. = ’ ,G12 . 4 , ’ WNNC = ’ ,G12 . 4 )
1205 FORMAT( ’ Result ”INTERNAL−VARIABLES” ”LOAD ANALYSIS” ’ , I3 ,
1 ’ Vector OnGaussPoints ”Board gauss i n t e r n a l ” ’ , / ,
2 ’ ComponentNames ”S−EFF” , ”ENNC” , ”WNNC” ’ ,/ ,
3 ’ Values ’ )
1206 FORMAT( ’ Result ”INTERNAL−VARIABLES−MAT” ”LOAD ANALYSIS” ’ , I3 ,
1 ’ Vector OnNodes ’ , / ,
2 ’ ComponentNames ”S−EFF” , ”ENNC” , ”WNNC” ’ ,/ ,
3 ’ Values ’ )
1211 FORMAT( I5 , 2X, 3 G15 . 6 )
1212 FORMAT(7X, 3 G15 . 6 )
C Cambiar a E
EPBAR=RSTAVA(MSTRE+1)
IF ( (IELEM.EQ. 1 ) .AND. ( IGAUSP.EQ. 1 ) .AND. ( nout f .EQ. 2 ) )THEN
WRITE(16 ,1205) IINCS
ELSEIF ( (IELEM.EQ. 1 ) .AND. ( nout f .EQ. 3 ) )THEN
WRITE(16 ,1206) IINCS
ENDIF
IF (NTYPE.EQ. 1 )THEN
C Plane s t r e s s
P=(STRES(1)+STRES(2) ) /R3
EFFST=SQRT(R3/R2∗ ( (STRES(1)−P) ∗∗2+(STRES(2)−P)∗∗2+
1 R2∗STRES(3) ∗∗2+P∗∗2) )
ELSEIF(NTYPE.EQ. 2 .OR.NTYPE.EQ. 3 )THEN
C Plane s t r a i n and axisymmetric
P=(STRES(1)+STRES(2)+STRES(4) ) /R3
EFFST=SQRT(R3/R2∗ ( (STRES(1)−P) ∗∗2+(STRES(2)−P)∗∗2+
1 R2∗STRES(3) ∗∗2+(STRES(4)−P) ∗∗2) )
ENDIF
C −−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−
IF ( nout f .EQ. 1 )THEN
C Write to output f i l e and GiD output f i l e
WRITE(16 ,1000)EFFST,EPBAR,DGAMA
ELSEIF( nout f .EQ. 2 )THEN





ELSEIF( nout f .EQ. 3 )THEN
WRITE(16 ,1211)IELEM,EFFST,EPBAR,DGAMA
C
e l s e i f ( nout f . eq . 4 ) then
C −−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−
C Set output i n t e r n a l v a r i a b l e s f o r Gmsh
C . . s t r e s g
p r t s t r (1 ) = 0
l b l s t r (1 ) = ’ Sxx ’
p r t s t r (2 ) = 0
l b l s t r (2 ) = ’ Syy ’
p r t s t r (3 ) = 0
l b l s t r (3 ) = ’ Sxy ’
C
C . . ra l gva
p r t r a l (1 ) = 0
l b l r a l (1 ) = ’Dgama ’
C
C . . r s tava
p r t r s t (5 ) = 1
l b l r s t (5 ) = ’ Ennc ’
p r t r s t (6 ) = 1
l b l r s t (6 ) = ’H ’
C




Lista 5.22: Subrutina de impresión de datos de salida – ORSCM
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Programación: 5.22 El algoritmo de cálculo de la impresión de datos de salida ORSCM, se invoca con la
siguiente linea de control si NOUTF=1 : HYPLAS→ OUTPUT→ MATIOR→ ORSCM.
Programación: 5.23 El algoritmo de cálculo de la impresión de datos de salida ORSCM, se invoca con la
siguiente linea de control si NOUTF=2 ó 3 : HYPLAS→ OUTGID→ MATIOR→ ORSCM.
Programación: 5.24 El algoritmo de cálculo de la impresión de datos de salida ORSCM, se invoca con la
siguiente linea de control si NOUTF=4 : HYPLAS→ OUTGMS→ MATIOR→ ORSCM.
Dependiendo del valor que el usuario le haya dado a la variable NOUTF, la extensión del archivo de
salida es distinta: .RES en caso que se desee el archivo de salida tradicional del programa NOUTF=1,
.RES.GID en caso que se desee un post–proceso con GiD NOUTF=2 o 3, y .POS en caso que se desee el
post–proceso con GMSH NOUTF=4.
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Caṕıtulo 6
Simulación numérica del proceso de
fractura utilizando el modelo propuesto
Este caṕıtulo tiene como propósito presentar la validación del modelo constitutivo de fisura distribuida
rotante desarrollado en esta tesis, para esto, se indican los resultados de la simulación numérica del proceso
de fractura sobre tres vigas que han sido ensayadas experimentalmente por otros autores. La comparación
entre los datos de las simulaciones numéricas y los resultados experimentales, se realiza sobre la respuesta
mecánica de la viga, la trayectoria y abertura de fisura, la evolución del esfuerzo principal mayor y la
evolución del esfuerzo cortante máximo.
La deformación de fisuración εcnn ha sido definida como la parte no elástica de la deformación longi-
tudinal ε1 en la dirección principal mayor, porque en el modelo de fisura distribuida rotante la dirección
n̂ normal a la fisura coincide con la dirección principal mayor de deformación p̂ 1 . El producto entre esta
deformación y el ancho de banda H da como resultado la abertura de fisura wcnn = εcnn ·H. Esta abertura
permite representar la trayectoria y magnitud de la fisura en el dominio del sólido.
El valor de la deformación de fisuración εcnn se calcula en cada punto de Gauss para cada incremento de
carga y/o desplazamiento en que se divide el problema. Debido a que el tipo de elemento finito empleado
es triangular lineal, se tiene al interior un solo punto de Gauss, y en consecuencia el valor de εcnn dentro
del dominio del elemento es constante. Lo anterior, ocasiona que la abertura de fisura wcnn también sea
constante en el dominio del elemento.
En la zona fisuración cohesiva ocurre un escalamiento del tamaño de dicha zona, como consecuencia
de considerar que el ancho de banda H de cada elemento finito, es función de la proyección del tamaño del
elemento sobre la dirección principal mayor de deformación p̂ 1 , como se describe en la sección 3.3.2. Lo
anterior implica que la deformación de fractura εcnn no se puede emplear como una medida de fisuración,
porque el tamaño del rango de deformaciones [εemax : εf ] en donde ocurre el estado fisurado–cohesivo, es
variable en cada punto de Gauss, ya que la deformación del ĺımite superior εf es función del ancho de
banda H del elemento. Esto genera que la medida de fisuración deba ser el ancho de fisura wcnn, que es
una medida objetiva que indica la separación entre los bordes de la fisura equivalente.
Cuando un elemento se encuentre en el rango elástico el valor de wcnn es cero, sin embargo, cuando
se cumple el criterio de fisuración en dicho elemento, la abertura de fisura pasa a tomar valores positivos
wcnn > 0. Esta variable es una medida de fisuración que indica en que regiones de la malla se presenta un
proceso de fractura, e igualmente permite establecer una banda de fisuración cuyo ancho corresponde a la
dimensión caracteŕıstica H del mismo elemento finito. Los valores máximos de wcnn indican los lugares de
mayor abertura de fisura, mientras que los valores donde esta variable es cero indican las regiones elásticas.
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La respuesta mecánica de la estructura se describe mediante la relación entre la carga P que se registra
en el lugar del desplazamiento impuesto, y un desplazamiento representativo de la configuración defor-
mada del sólido δ o u. En esta relación se observa la zona de comportamiento elástico, la carga máxima,
la zona de comportamiento fisurado–cohesivo en donde se observa la pérdida progresiva de la capacidad
de la viga, y la zona de pérdida de cohesión donde el sólido presenta un incremento en el desplazamiento
baja carga constante.1.
Con la respuesta mecánica se puede establecer la fase de inicio y de propagación del estado de fisu-
ración. La reducción que ocurre en la pendiente de la curva carga–desplazamiento P–δ antes de alcanzar
el punto de carga máxima, coincide con el inicio del proceso de fisuración en los primeros elementos fi-
nitos. En la medida que más elementos adyacentes a los primeros cumplen con el criterio de fisuración
εemax ≤ ε1 < εf , la pendiente de la curva comienza a acercarse a un valor cercano a cero, hasta el momento
en que se alcanza el punto de carga máxima Pmax. Esto coincide con el momento en que la cantidad de
elementos que han entrado en fisuración es suficiente, para que la respuesta mecánica comience a mostrar
una curva con pendiente negativa, en donde se presenta una pérdida de capacidad mientras el desplaza-
miento δ o u aumentan.
El análisis no lineal por elementos finitos realizado, está asociado al comportamiento no lineal del
material, que está definido por el modelo constitutivo propuesto de fisura distribuida rotante, presentado
en los caṕıtulos 2 y 3. El esquema de integración en el pseudo–tiempo corresponde al método de Newton–
Raphson estándar, que actualiza la matriz de rigidez tangente del sistema en cada iteración, hasta alcanzar
el equilibro del incremento. En éste modelo se consideran deformaciones infinitesimales, condición plana
de esfuerzos y acciones externas estáticas.
6.1. Viga de tres puntos de Petersson
En esta sección se presenta la validación numérica del modelo propuesto, mediante la simulación de la
viga de tres puntos de concreto simple desarrollada por Petersson, 1981, que corresponde a un modo I de
fractura. Este ensayo experimental esta ampliamente documentado en la literatura, y ha sido reproducido
por otros autores (Rots et al., 1985).
6.1.1. Simulación
Esta viga consiste en un elemento de concreto simple que posee un apoyo de segundo grado en el extremo
izquierdo y uno de primer grado en el extremo derecho, como lo indica la figura 6.1a. La viga posee
una sección transversal rectangular de 50 mm de ancho por 200 mm de altura y 2 000 mm de longitud, y
está sometida a una carga puntual P que se ubica en la mitad de la luz y se aplica en la cara superior.
Igualmente, en la misma ubicación pero en la cara inferior, la viga presenta una entalla de 100 mm de
altura y 20 mm de espesor. El concreto que conforma la viga tiene las siguientes propiedades mecánicas:
módulo de Young Ee = 30 000 MPa, relación de Poisson ν = 0.2, resistencia a la tensión ft = 3.33 MPa,
y enerǵıa de fractura por unidad de área Gf = 0.124 N/mm.
Como se indicó en la sección 2.2, la ley de ablandamiento establece la relación entre el esfuerzo normal
a la cara de la fisura σnn y la abertura de fisura wcnn, o la relación entre dicho esfuerzo y la deformación de
fisuración εcnn. Las anteriores relaciones se vinculan por medio del ancho de banda H definido en la sección
3.3. Este problema se simuló considerando tres diferentes leyes de ablandamiento: bilineal, exponencial y
1Por cuestiones de convergencia de la solución numérica, cuando se llega al estado de perdida de cohesión, esto es ε1 > εf ,
la pérdida de capacidad no llega a establecerse en cero, sino se deja una pequeña capacidad remanente que permite la
estabilidad de la simulación numérica.
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P, δ
viga de concreto simple
2 000 mm × 200 mm × 50 mm
entalla en = 20 mm










Figura 6.1: Viga de tres puntos: (a) geometŕıa, condiciones de apoyo y cargas externas de la viga simplemente
apoyada con entalla en el centro de la luz, unidades en mm (Petersson 1981), (b) malla de elementos finitos
triangulares lineales.
Reinhardt–Hoidijk (RH) para concreto normal, con el objetivo de establecer cual de las anteriores genera
mejores resultados.
Para la simulación de la viga se definió una malla no estructurada de 540 nudos y 946 elementos finitos
triangulares lineales, con mayor densidad en la zona donde se encuentra la entalla y el punto de aplicación
del desplazamiento impuesto, como se ilustra en figura 6.1b. Los elementos más finos en la zona de la
entalla son triángulos con lados de 10 mm, mientras que los elementos más gruesos localizados en la zonas
donde se espera un comportamiento elástico son triángulos con lados de 50 mm aproximadamente. Este ti-
po de malla permite describir la zona fisurada con buena aproximación y con un costo computacional bajo.
Este problema se controla mediante la aplicación de un desplazamiento δ que se impone de forma
incremental en cierto grado de libertad en la parte superior de la viga, en donde posteriormente se calcula
la reacción P correspondiente, como se indica en la figura 6.1a. Los incrementos de desplazamientos se
imponen en dos etapas, en la primera se aplican nueve incrementos con un tamaño igual al 1.2 × 10−2
veces el desplazamiento δ impuesto y una tolerancia de convergencia de 1 × 10−2, mientras que en la
segunda etapa se aplican 1 491 incrementos con un tamaño igual al 7.85 × 10−4 veces el desplazamiento
δ final y una tolerancia de convergencia de 1× 10−2. Con los anteriores incrementos se logra llegar a un
desplazamiento último de 1.21 mm.
Los datos experimentales indican que este problema responde a un modo I de fractura, donde se
genera una fisura en linea recta que se propaga desde la punta de la entalla hasta el punto de aplicación
del desplazamiento δ.
6.1.2. Respuesta mecánica
La respuesta mecánica de los ensayos experimentales (Rots et al., 1985) y la respuesta de la simulación
con el modelo numérico propuesto, se presentan en la figura 6.2. Las curvas de las simulaciones numéricas
con las diferentes leyes de ablandamiento se comparan entre śı en todo el dominio del desplazamiento
δ, obteniéndose una diferencia promedio del 3 % entre las leyes RH y bilineal, 8 % entre las leyes RH y
exponencial, y 10 % entre las leyes bilineal y exponencial. En consecuencia, la diferencia promedio entre
los resultados obtenidos con las tres leyes es del 7 %.
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Ley de abland. RH
Ley de abland. bilineal
Ley de abland. exponencial
Figura 6.2: Viga de tres puntos: respuesta mecánica obtenida mediante simulación numérica y ensayos experimentales
(Petersson 1981).
En la figura 6.2 se indican cuatro instantes caracteŕısticos en el comportamiento de la viga: el instante
A corresponde al comienzo del proceso de fractura, donde el primer elemento finito alcanza el criterio de
fisuración dado por la ecuación 2.1. El instante B indica la capacidad máxima de carga que alcanza la
viga, momento después del cual se genera una pérdida importante de la rigidez global porque un número
amplio de elementos finitos han iniciado un proceso de fractura, en otras palabras, el instante B indica
el momento en el cual la propagación de la fisura alcanza a ser el 42 % de la altura de sección reducida
encima de la entalla, y en consecuencia la viga comienza a registrar una rigidez negativa que lleva a una
fase de ablandamiento. El instante C representa el final del ensayo experimental, mientras que el instante
D es el final escogido para la simulación numérica.
Se calculó el área total bajo la curva de la respuesta mecánica para cada ley de ablandamiento, tenien-
do como resultado un valor de: 442 N− mm en la ley RH, 440 N− mm en la ley bilineal y 459 N− mm
en la ley exponencial. La diferencia de áreas resulta ser del: 0.5 % entre la ley RH y bilineal, 3.6 % entre
la ley RH y exponencial, y 4.1 % entre la ley bilineal y exponencial. También se calculó el área de la
zona de ablandamiento, es decir, el área bajo la curva entre los puntos B a D, obteniéndose un área de
313 N−mm para la ley RH, 310 N−mm para la ley bilineal y 283 N−mm para la ley exponencial, por tal,
las diferencias en la zona de ablandamiento resultan ser de: 1.2 % entre la ley RH y bilineal, 9.7 % entre
la ley RH y exponencial, y 8.5 % entre la ley bilineal y exponencial. Por lo anterior, se puede establecer
que las tres leyes presentan un área bajo la curva de la respuesta mecánica muy similar. Esta área es una
medida de disipación de enerǵıa por deformación en la fase de ablandamiento.
El área bajo la curva de la respuesta mecánica experimental desde el inicio hasta el punto C, en la
envolvente superior es 426 N − mm, y en la envolvente inferior es de 355 N − mm, lo que da un área
promedio experimental de 390 N− mm. Calculando esta misma área para las simulaciones numéricas se
obtiene un valor de: 362 N − mm en la ley RH, 358 N − mm en la ley bilineal y 386 N − mm en la ley
exponencial. La diferencia porcentual entre el área promedio experimental y el área de la leyes es: 7.2 %
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para la ley RH, 8.2 % para la ley bilineal y 1 % para la exponencial.
El resultado numérico de la simulación muestra un comportamiento similar a la respuesta mecánica
que se obtiene de los ensayos experimentales, ya que las curvas numéricas de las tres leyes de ablanda-
miento en la figura 6.2, están cerca del rango de los resultados experimentales. El área bajo la curva de
la respuesta experimental resulta muy cercana al área bajo la curva que se obtiene para cualquier ley de
ablandamiento, lo que indica que la simulación numérica estima adecuadamente la cantidad de enerǵıa
necesaria que se requiere para generar un proceso de fisuración en el sólido.
La carga máxima del resultado numérico es de 668 N para la ley RH, 714 N para la ley exponencial
y 671 N para la ley bilineal, mientras que el rango de la carga máxima experimental está entre 720 N y
790 N. Todas las anteriores cargas máximas tanto numéricas como experimentales ocurren para un despla-
zamiento vertical entre 0.30 mm y 0.36 mm. Las diferencias entre las cargas obtenidas numéricamente y la
carga máxima promedio experimental de 755 N son: 11 % para el caso RH, 5 % para el caso exponencial
y 11 % para el caso bilineal.
Por lo mencionado, se puede concluir que la respuesta mecánica del modelo numérico se aproxima en
buena medida a la respuesta experimental de la viga.
Las reducidas diferencias que se dan en los resultados presentados con cualquiera de las leyes de
ablandamiento, permite establecer que la simulación de vigas bajo modo I de fractura con una ley en
particular, da resultados similares al que se obtendŕıa con cualquiera de las otras dos. Por tal motivo,
para este problema de ahora en adelante solamente se presentan los resultados obtenidos para la ley RH.
6.1.3. Trayectoria y abertura de fisura
En la figura 6.3, se muestra en detalle la trayectoria de fisura y la evolución de la abertura de la misma en
la zona donde se encuentra la entalla y el desplazamiento impuesto, e igualmente se indica la configuración
deformada que adopta el sólido. Se observa que la fisura se forma en la esquina superior izquierda de la
entalla y se propaga en dirección vertical hasta alcanzar el 100 % de la altura reducida de la viga. En esta
figura se observa como la fisura permanece en una sola banda de elementos finitos verticales, debido a que
en este problema la dirección principal mayor de deformación p̂ 1 siempre es paralela al eje horizontal, lo
que genera que la dirección de propagación de la fisura sea vertical. Lo anterior evidencia que este tipo
de problema esta gobernado por el modo I de fractura.
El instante A que se indica en la figura 6.3, corresponde al momento en que el primer elemento finito
fisura, lo que ocasiona que la deformación de fisuración εcnn y la abertura de fisura wcnn en el interior de
dicho elemento, dejan de ser nulas y toman valores positivos. Para este instante el máximo valor de la
abertura de fisura es 2.3× 10−4 mm, y la fisura abarca el 5 % de la sección trasversal reducida. La tasa de
crecimiento de la abertura normalizada de fisura2 con respecto al desplazamiento δ, es 8.9× 10−3, que es
la menor tasa de crecimiento en todo el problema, como se indica en la figura 6.4b. Para este instante, la
tasa de crecimiento del material fisurado con respecto al desplazamiento δ es 4.6×10−1, que es la segunda
menor tasa de crecimiento, como se indica en la figura 6.5b. Por lo anterior, se establece que en esta etapa
el crecimiento en la abertura y propagación de la fisura3 es reducido. Esto ocurre porque en el instante A
se da inicio al proceso de fisuración en el sólido, y solamente un elemento finito aporta a la deformación
de fisuración εcnn y a la abertura de fisura wcnn, lo que genera un valor reducido en estas variables.
2La abertura normalizada en el instante X se define como el cociente entre la abertura en dicho instante, y la abertura
del instante D, es decir, wcnnX/w
c
nnD .
3La propagación de fisura y el crecimiento del material fisurado, se considera términos equivalentes.
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Figura 6.3: Viga de tres puntos: evolución de la configuración deformada y de la abertura de fisura wcnn (mm).
En el instante B la viga alcanza la capacidad máxima de carga, luego de este punto el sólido presenta
una rigidez negativa que conduce a la etapa de ablandamiento, debido a que la cantidad de elementos
fisurados es lo suficientemente alta. En este instante se ha fisurado el 42 % de la sección reducida encima
de la entalla, y la abertura de fisura toma un valor de 2.3×10−2 mm. En este punto la tasa de crecimiento
del material fisurado con respecto al desplazamiento es 1.7, que corresponde al máximo valor que esta
tasa tiene en todo el problema, como se indica en la figura 6.5b. En cambio, la tasa de crecimiento de la
abertura normalizada tiene un valor de 4.6× 10−1, siendo la segunda menor tasa (figura 6.4b). El hecho
que la viga posea una rigidez positiva antes de alcanzar el punto B, ocasiona que la tasa del porcentaje de
material fisurado sea máxima, ya que la fisura se propaga mas rápidamente en la medida que mas carga
se aplique al sólido. El 58 % del material elástico arriba de la punta de la fisura, genera que la tasa de la
abertura normalizada sea reducida.
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(a) Abertura normalizada de fisura v/s desplazamiento δ.
wcnnD es la abertura de fisura en el instante D



















(b) Derivada de la abertura normalizada de fisura con res-
pecto al desplazamiento δ
Figura 6.4: Evolución de la abertura de fisura normalizada contra desplazamiento δ.
















(a) Porcentaje de material fisurado v/s desplazamiento. δ
















(b) Derivada del porcentaje de material fisurado con respecto
al desplazamiento δ
Figura 6.5: Evolución del porcentaje de material fisurado contra el desplazamiento δ.
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En el instante C, la abertura de fisura alcanza un valor de 1.28 × 10−1 mm y un desarrollo del 89 %
de la altura de la sección reducida encima de la entalla. En este instante la tasa de crecimiento de la
abertura normalizada de la fisura es la segunda mayor con un valor de 1.03 (figura 6.4b). En cambio, la
tasa de crecimiento del porcentaje de material fisurado es 1.01, que es el segundo mayor valor de esta
tasa en el problema (figura 6.5b). Lo anterior indica que la fase de ablandamiento se acelera en el punto
C, y en consecuencia la separación entre las bordes de la fisura y la cantidad de elementos que entran en
fisuración aumenta rápidamente.
El punto D representa el final de la simulación numérica, en este instante la abertura de fisura llega
a un valor de 2.3 × 10−1 mm, mientras que la fisura abarca el 100 % de la sección trasversal. La ley de
ablandamiento es RH, y haciendo uso de la ecuación 2.22 para determinar la abertura de fisura wf luego
de la cual se pierde cohesión, se encuentra que wf = 1.9 × 10−1 mm, en consecuencia, en el instante
D los primeros cuatro elementos finitos encima de la entalla presentan una abertura de fisura mayor a
wf , lo cual indica que en estos elementos se presenta la condición: εcnn > εf , y por ende están en un
rango de pérdida de cohesión4. La tasa de crecimiento de la abertura normalizada es 1.05, y representa
el máximo valor para esta tasa. En cambio, el aumento del material fisurado toma su valor mı́nimo de
2.6× 10−1. Los anteriores valores se justifican por el hecho que en el instante D, el proceso de fisuración
alcanza un estado de perdida de cohesión en el 21 % del material de la sección reducida, lo que genera
un crecimiento en la abertura de fisura considerable. El número de elementos que entran en fisuración en
momentos cercanos al instante D se reduce, ya que la punta de la fisura alcanza la cara superior de la viga.
Los resultados obtenidos, permiten establecer que la trayectoria de fisura que se obtiene con el modelo
constitutivo es correcta para un modo I de fractura, y que la evolución de la abertura de fisura y del
porcentaje de material fisurado describe adecuadamente los resultados experimentales.
6.1.4. Esfuerzo principal mayor
La evolución del esfuerzo principal mayor entre la entalla y el punto de aplicación del desplazamiento
se muestra en la figura 6.6, para los cuatro instantes de tiempo ya mencionados. En cada uno de estos
se observa una distribución simétrica en forma de bulbo alrededor de la entalla, cuyo máximo valor
corresponde a la resistencia a la tensión del concreto simple ft = 3.33 MPa. El bulbo del esfuerzo principal
mayor mantiene una simetŕıa con respecto a la entalla, para cada instante de tiempo y se desplaza de
manera vertical ascendente en la medida que se aplican mas incrementos de desplazamientos al sólido.
En el instante A, se observa que el bulbo posee un tamaño reducido y se localiza en la punta de la
entalla, lo cual coincide con la ubicación de la fisura en ese momento. En el instante B, la magnitud
del bulbo ha aumentado porque el sólido ha llegado al punto de carga máxima y un mayor número de
elementos han entrado en fisuración, por ello, el centro del bulbo donde se presenta el valor máximo del
esfuerzo principal se desplaza hasta un punto cercano al 42 % de la altura reducida de la viga, lo que
coincide con la ubicación de la punta de la fisura en el instante B.
Para el instante C, el bulbo del esfuerzo principal asciende siguiendo la punta de la fisura, la cual se
ubica al 89 % de la altura reducida. Para los instantes A y B la zona inmediatamente arriba de la entalla
se encuentra sometida a un esfuerzo de tensión máximo ft, sin embargo, en el instante C dicha zona posee
un esfuerzo de tensión entre 0.0887 MPa y 0.833 MPa, que corresponde a un esfuerzo entre el 2.6 % y
el 25 % de ft. Lo anterior representa un estado de ablandamiento en el material, como consecuencia de
un proceso de fisuración que genera que el esfuerzo cohesivo que se transmite a través de la fisura equi-
valente, se reduzca en la medida que aumenta la deformación de fisuración εcnn ó la abertura de fisura wcnn.
4En este rango la deformación de fisuración se calcula como: εcnn = ε1 − εemax
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Figura 6.6: Viga de tres puntos: evolución del esfuerzo principal mayor σ1 (MPa) en la zona de la fisura.
En el instante D, el bulbo sigue siendo simétrico y continua subiendo hasta encontrar la cara superior
de la viga. En este momento el valor máximo del esfuerzo principal, se encuentra a una altura igual al
100 % de la altura reducida de la viga. La zona inmediatamente arriba de la entalla pasa a mostrar valo-
res nulos de esfuerzo principal, lo cual indica que para el instante D estas zonas han llegado al ĺımite de
fisuración, y en consecuencia el esfuerzo cohesivo a través de la fisura equivalente desaparece. Lo anterior
coincide con el momento cuando las microfisuras generan coalescencia y forman una macrofisura. La ca-
pacidad remanente del 1 % con respecto al cálculo elástico, que se dejó en la matriz constitutiva tangente
en la zona de pérdida de cohesión, permite que la fisura llegue hasta la cara superior de la viga.
Con lo anterior se establece que el desarrollo numérico del esfuerzo principal mayor, representa ade-
cuadamente los datos experimentales para cada uno de los instantes de tiempo mencionados.
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Figura 6.7: Viga de cuatro puntos: geometŕıa, condiciones de apoyo y cargas externas de una viga a flexión y cortante
(Arrea e Ingraffea 1981). Unidades en mm.
6.2. Viga de cuatro puntos y una entalla de Arrea e Ingraffea
En esta sección se presenta la validación numérica del modelo constitutivo de fisura distribuida rotante,
mediante la simulación de un ensayo experimental sobre una viga de concreto simple realizado por Arrea
y Ingraffea, 1982 y simulado posteriormente por Gálvez y Cendón, 2002. Este problema es gobernado por
un modo de falla mixto, y por ende, la suma de los efectos de los modos I y II, son los causantes del
proceso de fractura.
6.2.1. Simulación
La viga simulada consiste en un elemento de concreto simple con una entalla en la cara inferior en la
mitad de su longitud. A ambos lados de la entalla se presenta un apoyo de primer grado como se muestra
en la figura 6.7. La viga tiene una sección trasversal rectangular de 306 mm de altura por 156 mm de
ancho y 1 321 mm de longitud. La entalla se ubica a una distancia igual a 661 mm con respecto al extremo
izquierdo de la viga, y posee 82 mm de altura y 10 mm de espesor. Este último valor no se menciona en
ninguno de los art́ıculos experimentales que se consultaron, y en consecuencia se tuvo que estimar.
La viga de concreto se somete a dos cargas puntuales de 0.13P y 1.0P que son transmitidas por una
viga de acero, la cual se apoya en la cara superior de la viga de concreto. Lo anterior se logra aplicando
una carga puntal de 1.13P en la viga de acero a una distancia de 61 mm del apoyo 2 , lo que genera que
en el apoyo 1 la carga transmitida a la viga de concreto sea 0.13P , mientras que en apoyo 2 la carga
transmitida es igual a P . Esto genera una reacción vertical igual a P en el apoyo 3 e igual a 0.13P en
el apoyo 4 . Como consecuencia, el momento flector es nulo entre el extremo izquierdo y el punto 1 ,
y entre el punto 4 y el extremo derecho, sin embargo, entre los puntos 1 y 3 se genera una zona de
compresión en la mitad inferior de la viga, y de tensión en la mitad superior. Lo anterior se invierte en
la zona comprendida entre los puntos 3 y 4 donde la mitad superior pasa a estar en compresión y la
inferior en tensión. Esto junto con la presencia de la entalla en dicho sector, genera un estado de esfuerzos
de tensión y corte que ocasionan la fisuración del sólido para un modo I y II de fractura.
El concreto que conforma la viga posee las siguiente propiedades mecánicas: módulo de Young Ee =
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Figura 6.8: Viga de cuatro puntos: Discretización con elementos finitos.
24 800 MPa, relación de Poisson ν = 0.18, resistencia a la tensión ft = 3.7 MPa, y enerǵıa de fractura por
unidad de área Gf = 0.13 N/mm. La viga de acero se modela como un material elástico y sus propiedades
son: módulo de Young Es = 200 000 MPa y relación de Poisson νs = 0.3. Las propiedades del concreto
fueron tomadas de los estudios experimentales de Gálvez y Cendón, 2002 para la serie C.
En esta viga se realizaron tres distintas simulaciones, en donde para cada una de ellas se empleó una
de las siguientes leyes de ablandamiento: bilineal, exponencial y Reinhardt–Hoidijk (RH) para concreto
normal, las cuales se explican en detalle en la sección 2.2. Lo anterior tiene como objetivo evaluar cual de
las anteriores leyes genera la respuesta numérica que mejor describe los resultados experimentales.
El ensayo se representó con una malla no estructurada5 de 1 701 nudos y 3 186 elementos finitos trian-
gulares lineales como se muestra en la figura 6.8. La simulación consiste en dos tipos de materiales, uno
elástico que conforma la viga metálica y los cojinetes que se emplean en los apoyos, y que se dibujan en
color naranja, y otro que corresponde al modelo de fisura distribuida rotante que se emplea en la viga
de concreto y que se muestra en color gris. La malla presenta mayor densidad de elementos en la zona
donde se espera una mayor concentración de las deformaciones, alĺı el tamaño promedio de los lados de
los triángulos es 7 mm. En cambio, en la zona donde se espera un comportamiento elástico la longitud de
los lados de los elementos es 50 mm. En la viga metálica y en los cojinetes la longitud promedio del lado
del triángulo es 25 mm.
La utilización de los cojinetes y de la viga metálica, busca distribuir el efecto que genera la aplicación
del desplazamiento por medio de la viga de acero en los puntos 1 y 2 , y también el efecto de las cargas
reactivas que se transmiten por los puntos 3 y 4 . Lo anterior tiene como propósito generar una distri-
bución mas uniforme de los desplazamientos, y evitar una concentración de los esfuerzos en los nodos de
la viga de concreto, que se encuentran debajo del punto de aplicación del desplazamiento o arriba de los
apoyos.
La simulación numérica se controla mediante la aplicación de un desplazamiento vertical unitario δ,
que se ubica en la viga metálica a una distancia horizontal que coinciden con el eje de la entalla. En dicho
punto se calcula la reacción R que se genera debido al desplazamiento impuesto δ. Esta carga coincide
con el valor de 1.13P que se indica en la figura 6.7. La razón para imponer desplazamientos en la vi-
ga está relacionada con la respuesta mecánica esperada en la fase de ablandamiento, donde la carga se
reduce mientras el desplazamiento aumenta. De esta forma se estabiliza la solución numérica del problema.
5Las mallas no estructuradas son aquellas donde los elementos finitos se disponen sin seguir ningún patrón de conectividad
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Se aplicaron 1 500 incrementos de desplazamientos en dos etapas, la primera consiste en nueve incre-
mentos con un tamaño igual al 7.9 × 10−3 veces el desplazamiento impuesto y una tolerancia máxima
de convergencia igual a 1 × 10−3. En la segunda fase se aplican 1 491 incrementos con un tamaño de
7.9× 10−5 veces el desplazamiento impuesto y una tolerancia máxima de convergencia de 1.2× 10−3. Con
estos incrementos se alcanzó un desplazamiento vertical relativo entre las esquinas inferiores de la entalla
cercano a 0.15 mm, que corresponde al máximo desplazamiento registrado en los ensayos experimenta-
les. El reducido tamaño de los incrementos y de la tolerancia permiten la convergencia de la simulación
numérica para la zona posterior al punto máximo de carga, donde presenta una bifurcación en el estado
de equilibrio, lo cual obliga a que los incrementos posteriores sean pequeños para que el modelo pueda
determinar el camino adecuado.
6.2.2. Respuesta mecánica
La figura 6.9 muestra la respuesta mecánica de la viga bajo la simulación numérica con las tres distintas
leyes de ablandamiento, e igualmente el rango de los resultados experimentales de la serie C de los estudios
de Gálvez y Cendón, 2002. En esta gráfica se relaciona la carga máxima P = R/1.13 que se trasmite en el
punto 2 , contra el desplazamiento vertical relativo u entre las esquinas inferiores de la entalla. Se observa
que la respuesta numérica de las leyes RH y bilineal, esta contenida dentro del rango de los resultados
experimentales en la mayor parte del dominio de los desplazamientos.
La modelación con la ley exponencial presenta un comportamiento adecuado hasta un valor de des-
plazamiento de 9.8 × 10−2 mm, de alĺı en adelante los resultados con esta ley presentan un incremento
en los desplazamientos bajo carga constante, lo que produce que estos últimos resultados estén fuera del
rango experimental. En consecuencia, la ley exponencial solo aplica para describir el comportamiento del
sólido hasta valores de desplazamiento inferiores al mencionado.
Para cada desplazamiento u del dominio de la gráfica, se calculó la diferencia porcentual entre las
cargas que se obtienen con cada ley de ablandamiento. Como resultado de lo anterior, se encuentra que la
diferencia promedio en todo el rango de los resultados entre la ley RH y bilineal es del 13 %, mientras que
entre la ley RH y exponencial es del 36 %, y entre las leyes bilineal y exponencial es del 39 %. Lo anterior
indica que existe una proximidad entre los resultados de las leyes RH y bilineal, que permite establecer
que con cualquiera de las dos se obtendrán resultados similares. En la figura 6.9 se observa que estas
leyes dan resultados próximos al rango inferior de la envolvente experimental. En cambio, la diferencia
considerable que existe entre la ley exponencial y cualquiera de las otras dos, se debe a que los resultados
de la ley exponencial son cercanos al rango medio y superior de la envolvente experimental.
El primer elemento finito fisura cuando la carga P alcanza un valor de 37 kN, mientras que el segundo
elemento inicia el proceso de fractura cuando la carga llega al valor de 59 kN y el desplazamiento relativo
alcanza 9.74× 10−3 mm, momento que corresponde con el punto A de la respuesta mecánica y constituye
el inicio de la etapa de fisuración. El sólido alcanza su máxima capacidad de carga en el punto B para un
desplazamiento relativo de 2.91× 10−2 mm y una carga promedio de 125 kN, en dicho momento la fisura
tiene una longitud igual al 32 % de la altura de la sección reducida arriba de la entalla. Posteriormente,
la viga no es capaz de soportar incrementos en la carga y presenta una pendiente negativa que genera el
ablandamiento del material.
El punto C indica el momento cuando la fisura alcanza el 84 % de la altura de la sección reducida.
De alĺı en adelante la fisura acelera su propagación hacia la cara superior de la viga. En este punto el
desplazamiento relativo es aproximadamente igual a 5.88×10−2 mm y la carga registrada es de 99 kN. Por
último, se encuentra el punto D que representa el momento cuando la fisura alcanza una longitud igual al
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Figura 6.9: Viga de cuatro puntos: respuesta mecánica obtenida mediante simulación numérica y ensayos experi-
mentales (Gálvez & Cendón, 2002), considerando que u es el desplazamiento vertical relativo entre las esquinas
inferiores de la entalla.
100 % de la altura de la sección trasversal, e indica el final de la simulación con un valor de desplazamiento
relativo de 1.28× 10−1 mm y una carga de 9.5 kN. Entre los puntos D y E se presenta un desplazamiento
bajo carga aproximadamente constante, lo cual refleja el esfuerzo remanente de estabilización numérica
del modelo constitutivo.
Se calculó el área total bajo la curva de la respuesta mecánica para las leyes de ablandamiento RH y
bilineal, teniendo como resultado un valor de 9.2 kN− mm en la ley RH y 8.6 kN− mm en la ley bilineal.
La diferencia de áreas resulta ser del 6.5 % entre la ley RH y bilineal. Para la ley exponencial no es obje-
tivo calcular esta área, debido a que los resultados por encima de un desplazamiento de 9.8 × 10−2 mm
están por fuera de la envolvente experimental. También se calculó el área de la zona de ablandamiento,
es decir, el área bajo la curva entre los puntos B a E, obteniéndose un área de 6.5 kN − mm con la ley
RH y 6.1 kN − mm con la ley bilineal, y en consecuencia, la diferencia en la región de ablandamiento
resulta ser del 6.1 % entre estas dos leyes. Esta área se asocia con una medida de disipación de enerǵıa
por deformación en la fase de ablandamiento. Lo anterior permite establecer que las leyes RH y bilineal,
presentan un área bajo la curva de la respuesta mecánica similar.
El área bajo la curva de la respuesta mecánica experimental desde el inicio hasta el punto de finali-
zación (u = 0.125 mm), da como resultado en la envolvente superior 11.49 kN − mm, y en la envolvente
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inferior 8.66 kN − mm, obteniéndose un valor promedio de 10 kN − mm. El cálculo de esta área para la
respuesta mecánica con la leyes de ablandamiento es: 8.9 kN− mm en la ley RH y 8.4 kN− mm en la ley
bilineal. La diferencia porcentual entre el área promedio experimental y el área de cada ley es: 11 % con
la ley RH, 16 % con la ley bilineal.
La similitud entre el área bajo la curva de cada simulación numérica y del ensayo experimental, implica
que el modelo constitutivo estima adecuadamente la cantidad de enerǵıa necesaria que se requiere para
generar un proceso de fisuración en el sólido.
La carga máxima del resultado numérico con la ley RH es 125 kN, con la ley bilineal es 122 kN y
con la ley exponencial es 135 kN. En los tres casos la carga máxima ocurre en un desplazamiento entre
2.8 × 10−2 mm y 3.2 × 10−2 mm. Los anteriores valores generan una diferencia porcentual en la carga
máxima de: 2.4 % entre la ley RH y bilineal, 7.4 % entre la ley RH y exponencial y 9.6 % entra la bilineal y
exponencial. En el rango de los resultados experimentales, la carga máxima oscila entre 125 kN y 145 kN
y ocurre para un desplazamiento entre 4× 10−2 mm y 5× 10−2 mm. Comparando la carga experimental
promedio con la obtenida en las simulaciones numericas, se tiene una diferencia del 7.4 % con la ley RH,
9.8 % con la ley bilineal y 0 % con la ley exponencial. En el caso de la carga máxima las simulaciones
predicen adecuadamente el valor experimental. En cambio, el desplazamiento promedio de 3 × 10−2 mm
en que ocurre dicha carga para la simulación numérica es un 33 % inferior al desplazamiento promedio de
4.5× 10−2 mm que se observa en los ensayos experimentales.
La similitud en los resultados presentados entre la ley RH y bilineal, permite establecer que para una
simulación bajo modo mixto, se puede emplear cualquiera de estas dos.
Los resultados presentados permiten concluir que la respuesta mecánica del modelo de fisura distribui-
da rotante, describe adecuadamente los resultados de la respuesta experimental.
6.2.3. Trayectoria de fisura
En la figura 6.10a, se presenta la trayectoria de fisuración obtenida con el modelo de fisura distribuida
rotante, para la viga de cuatro puntos, junto con la envolvente experimental de dicha trayectoria obte-
nida por Gálvez y Cendón, 2002. Se observa que el modelo propuesto es capaz de describir de manera
adecuada los cambios de dirección que ocurren en la envolvente experimental, en la medida que la fisura
avanza hacia la cara superior de la viga, concentrando la fisuración en una única banda fina de elementos.
En cambio, la figura 6.10b indica los resultados de la modelación numérica hecha por Rots et al., 1985,
sobre la trayectoria de fisuración para el mismo problema, empleando un modelo de fisura fija. Se observa
que este modelo no logra captura los cambios de dirección de la fisura, y adicionalmente concentra el
ancho de la fisuración sobre varios elementos finitos adyacentes. En etapas avanzadas el modelo de fisu-
ra fija indica varios sectores de fisuración, que son distintos a los que ocurren en los ensayos experimentales.
El hecho que el modelo de fisura distribuida rotante pueda describir adecuadamente la trayectoria de
fisuración en la viga de cuatro puntos, es un factor a resaltar, ya que este ensayo muestra un comporta-
miento mixto entre los modos I y II de fractura, y el modelo numérico empleado solamente considera el
modo I. Por tal motivo, la ausencia del análisis del modo II se ve subsanada por medio de la consideración
de la rotación de los ejes locales de la fisura, lo que permite que n̂ se actualice en función del estado de
deformaciones para cada iteración dentro de cada incremento de desplazamientos.
En la figura 6.11 se muestra la evolución de la configuración deformada y de la abertura de fisura wcnn,
en la zona donde se concentran las deformaciones por fractura. La fisura se genera en la esquina superior
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(a) Trayectoria de fisuración en el modelo de
fisura distribuida rotante, y envolvente expe-





(b) Trayectoria de fisuración en el
modelo de fisura fija de Rots, para
la viga de cuatro puntos.
Figura 6.10: Trayectoria de fisuración para la viga de cuatro puntos.
derecha de la entalla y se propaga hacia la cara superior de la viga siguiendo una trayectoria curva, hasta
terminar a la derecha del punto 2 (figura 6.7). En la figura 6.12b se presenta la derivada de la abertura
de fisura normalizada con respecto al desplazamiento relativo u, lo cual es una medida de la velocidad con
que se separan los bordes de la fisura. La figura 6.13b indica la tasa de cambio del porcentaje de material
fisurado con respecto a u, que es una medida de la velocidad de propagación de la fisura hacia la cara
superior de la viga.
El instante A corresponde al momento en que el segundo elemento finito cumple con el criterio de
fractura. A partir de este momento la abertura de fisura wcnn y la deformación de fisuración εcnn dejan de
ser nulas y toman valores positivos en el interior de estos elementos. El valor de la abertura máxima en
este instante es 2.82× 10−3 mm, y la fisura abarca el 5.5 % de la sección encima de la entalla. La tasa de
cambio de la abertura normalizada de fisura con respecto al desplazamiento relativo es 3.9 × 10−1, que
es la tasa mas baja que ocurre para los cuatro instantes, como se indica en la figura 6.12b. De manera
similar, la tasa del porcentaje de material fisurado con respecto al mismo desplazamiento es 5.65, que es
el segundo menor valor para esta variable en el problema, como se muestra en la figura 6.13b. Lo anterior
hace concluir que en este punto el crecimiento de la fisura es bajo, como consecuencia que solamente el
5.5 % de los elementos de la sección trasversal se encuentran fisurados.
El instante B marca el punto donde la viga alcanza la capacidad máxima de carga, luego de este
momento el sólido presenta una rigidez negativa que conduce a la etapa de ablandamiento, que se gene-
ra porque un número considerable de elementos finitios han fisurado previamente. Para este instante el
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Figura 6.11: Viga de cuatro puntos: evolución de la configuración deformada y de la abertura de fisura wcnn ( mm).
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(a) Abertura de fisura normalizada v/s desplazamiento rela-
tivo u. wcnnD es la abertura de fisura en el instante D.


















(b) Derivada de la abertura de fisura normalizada con res-
pecto al desplazamiento relativo u.
Figura 6.12: Evolución de la abertura de fisura contra desplazamiento relativo u.

















(a) Porcentaje de material fisurado v/s despl. relativo u.

















(b) Derivada del porcentaje de material fisurado con respecto
al desplazamiento relativo u.
Figura 6.13: Evolución del porcentaje de material fisurado contra el desplazamiento relativo u.
32 % de la sección reducida encima de la entalla ha fisurado, y la abertura de fisura toma un valor de
3.6 × 10−2 mm. La tasa de cambio del material fisurado con respecto al desplazamiento relativo es 13.6
que es el segundo mayor valor de esta tasa, mientras que la tasa de abertura normalizada es 2.3 que es
el segundo menor valor de esta variable, lo anterior se indica en las figuras 6.12b y 6.13b. En este punto
se presenta un importante desarrollo en el proceso de fisuración, como consecuencia que el porcentaje de
material fisurado presenta altas tasas de crecimiento. Lo anterior ocurre porque previamente al instante
B, la viga posee una rigidez positiva que permite incrementar la carga, y en consecuencia la fisura se
propaga mas rápidamente en la medida que mas carga se aplique al sólido.
El instante C marca el punto de mayor crecimiento de la fisura, en dicho momento la abertura de
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fisura alcanza un valor de 2.53×10−1 mm y se propaga de manera tal que el 85 % de la altura de la sección
reducida se encuentra fisurada. Para este instante se presenta la máxima tasa de la abertura normalizada
de fisura, con un valor de 9.8 (figura 6.4 b). De igual manera, la tasa de crecimiento del porcentaje de
material fisurado es máxima e igual a 17.8 (figura 6.5 b). Los anteriores resultados, indican que la fa-
se de ablandamiento en el instante C ocurre de manera acelerada, ocasionando que la abertura de fisura
crezca de manera importante, al igual que la cantidad de nuevos elementos finitos que comienzan a fisurar.
Para el instante C, la franja de elementos de color rojo oscuro que se encuentran en la parte baja de
la fisura, tiene valores de abertura de fisura mayores al valor ĺımite wf = 1.9 × 10−1 mm, que se calcula
con la ecuación 2.22. Esto significa que el 19 % de los elementos en la trayectoria de la fisura para el
instante C presentan pérdida de cohesión y en consecuencia el esfuerzo cohesivo es nulo, para efectos
prácticos en el modelo constitutivo estos elementos no existen y toman el rol de la macrofisura. En este
rango la deformación de fisuración εcnn se calcula como la diferencia entre la deformación principal mayor
ε1 y la deformación elástica máxima εemax, sin embargo, al perderse cohesión εcnn no es realmente
una deformación, ya que el esfuerzo cohesivo σnn asociado es nulo. Esta deformación se calcula con el
objetivo de encontrar el valor de la separación entre los bordes de la fisura, es decir wcnn.
El final de la simulación numérica sucede en el instante D. En este punto la abertura de fisura llega
a un valor de 7.5 × 10−1 mm, mientras que la fisura abarca el 100 % de la sección trasversal. La tasa de
crecimiento de la abertura normalizada es 9.6, y representa el segundo mayor valor para esta tasa en los
cuatro instantes, mientras que el cambio en el porcentaje del material fisurado alcanza su mı́nimo valor de
2.2. Los anteriores datos ocurren porque la fisura ha alcanzado un valor de propagación del 100 %, lo que
significa que no quedan elementos finitos por fisurar, y la abertura de fisura crece de manera importante
porque ciertos elementos han perdido cohesión.
Para el instante D, el 72 % de los elementos finitos que están en la trayectoria de la fisura se encuentran
en un rango de pérdida de cohesión, es decir, todos los elementos finitos que presentan cualquier tono de
color rojo tienen un valor de abertura de fisura wcnn > wf . Lo anterior genera que la separación entre los
bordes de la fisura crezca rápidamente.
Los resultados obtenidos permiten concluir que el modelo constitutivo de fisura distribuida rotante,
genera una simulación adecuada de la trayectoria de fisura, la abertura de la misma y el porcentaje de
material fisurado para un problema donde el modo de falla es mixto.
6.2.4. Esfuerzo principal mayor
En la figura 6.14 se describe la evolución del esfuerzo principal mayor σ1 en la zona de fisuración para
los cuatro instantes de tiempo indicados en la figura 6.9. El bulbo de esfuerzo sigue la trayectoria cur-
va que desarrolla la fisura, y para cada instante de tiempo el máximo valor se ubica en la punta de la
misma, y es igual a la resistencia máxima a la tensión que posee el concreto simple modelado, es decir:
σ1 = ft = 3.7 MPa.
Para el punto A, el bulbo se ubica en la punta superior derecha de la entalla y posee un tamaño
reducido, debido a que solamente el 5.5 % del material de la sección trasversal se encuentran cumpliendo
con el criterio de fisuración.
En el instante B el tamaño del bulbo aumenta, porque el 32 % de los elementos en la trayectoria curva
que sigue la fisura cumplen con el criterio de fractura. En este instante el modelo constitutivo determina
cual banda de elementos finitos dentro del bulbo conforma la fisura, lo que genera que en esos elementos
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Figura 6.14: Viga de cuatro puntos: evolución del esfuerzo principal mayor σ1 en MPa.
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ocurra un proceso de ablandamiento donde el esfuerzo principal mayor disminuye en la medida que la
fisura evoluciona. Igualmente, en los elementos del bulbo que no fisuran, aquellos por fuera de la banda de
fisuración, se presenta también una disminución en el esfuerzo principal como consecuencia que el modelo
concentra las deformaciones en los elementos fisurados, generando que la intensidad del campo de las
deformaciones en los elementos adyacentes a la banda de fisuración se reduzca. En la punta de la entalla,
se observa que el valor del esfuerzo principal mayor σ1 presenta una disminución con respecto al valor de
ft que presentaba en el instante A, debido al efecto del ablandamiento.
Para el instante C el bulbo sigue su camino ascendente siguiendo la trayectoria curva de la fisura, hasta
alcanzar una altura de aproximadamente el 85 % de la sección reducida de la viga. En comparación con el
instante anterior, el bulbo disminuye de tamaño, y existe un menor número de elementos finitos con un
valor de esfuerzo principal cercano a ft, lo cual le facilita al modelo determinar en que banda de elementos
se concentra la deformación de fisuración. En este instante se observa claramente la banda de elementos
que conforman la fisura, ya que aparece una franja con valores de σ1 entre 1.85 y 2.78 MPa en donde se
observa la misma trayectoria que toma la fisura en la figura 6.11. Los elementos en la franja mencionada
presentan un proceso de ablandamiento, ya que el valor del esfuerzo principal comienza a disminuir en
la medida que la abertura de fisura o la deformación de fisuración aumentan, registrándose un valor de
σ1 entre el 25 % y el 50 % de ft. Igualmente, entre la entalla y la parte baja de la franja mencionada,
se observa un conjunto de elementos que presenta pérdida de cohesión debido a que el esfuerzo principal
en estos es cercano a cero. Lo anterior coincide con lo indicado en la figura 6.11 para el mismo instan-
te de tiempo, en donde el 19 % de los elementos en la trayectoria de la fisura presentan pérdida de cohesión.
Por último, en el instante D el bulbo resulta reducido y se ubica en la cara superior de la viga coinci-
diendo con la posición de la punta de la fisura, generándose aśı una fisura que abarca el 100 % de la altura
de la sección reducida, para este momento el valor máximo de σ1 es 2.78 MPa. La zona comprendida entre
la punta superior derecha de la entalla hasta la cara superior de la viga, muestra un estado de ablanda-
miento casi completo, ya que al igual que en la figura 6.11, el 72 % de los elementos en la trayectoria de
la fisura poseen pérdida de cohesión. Las zonas adyacentes a cada lado de la fisura presentan también
una disminución en el nivel de esfuerzo, ya que la concentración de las deformaciones en la zona fisurada
alivia el estado de deformaciones de los sectores adyacentes.
Los resultados presentados permiten establecer que la simulación numérica del esfuerzo principal ma-
yor, es correcta, ya que la evolución de este esfuerzo se describe adecuadamente en cada instante de
tiempo.
6.2.5. Esfuerzo cortante máximo
La viga de cuatro puntos de Arrea y Ingraffea, 1982 esta gobernada por un modo mixto, es decir, la suma
de los efectos del modo I y II controlan el comportamiento del sólido. El primero modo hace referencia
a un esfuerzo y deformación longitudinal que genera una abertura de fisura por tensión, mientras que el
segundo modo relaciona un esfuerzo y deformación por corte que ocasiona un deslizamiento entre las caras
de la fisura en la dirección de avance. El modelo propuesto no contempla acciones por corte debido a la
rotación de los ejes locales de la fisura, sin embargo, para este problema se considera importante tener
una medida de la evolución de este tipo de acciones.
El esfuerzo cortante máximo τmax en el plano 1− 2, se obtiene como la mitad de la diferencia entre el
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Figura 6.15: Viga de cuatro puntos: evolución del esfuerzo cortante máximo τmax en el plano 1− 2.
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Donde λ es igual a la unidad para concreto de peso normal. Reemplazando la resistencia a la compre-
sión f ′c por 43.4 MPa (valor empleado por Gálvez y Cendón, 2002 en la serie C), se obtiene que el esfuerzo
cortante de diseño de la sección es τc = 1.1 MPa.
La zona con mayor demanda de esfuerzo cortante es aquella entre los puntos 2 y 3 , que coincide con
la región donde se concentran las deformaciones por fisuración. La figura 6.15 presenta la evolución del
esfuerzo cortante máximo τmax en la zona mencionada para los cuatro instantes definidos en la figura 6.9.
En cada instante se obtienen valores de esfuerzo cortante máximo τmax, superiores al esfuerzo cortante
de diseño en el concreto τc, lo que implica que bajo consideraciones de diseño la sección requiere acero de
refuerzo trasversal (flejes de confinamiento).
En el instante A el máximo valor de τmax es 6.77 MPa, y se localiza en la cara superior de la viga cerca
del punto 2 donde se aplica la carga de magnitud P . Se presenta una distribución de τmax entre 1.69 y
3.38 MPa que abarca toda la altura de la viga, y limita a la derecha con el trayecto que recorre la fisura
en instantes posteriores. Para el instante B la viga alcanza la capacidad de carga máxima y el valor de
τmax llega a 12.6 MPa, que es el mayor valor que toma esta variable en los cuatro instantes, y se ubica en
la misma posición que en el instante A. La forma en que se distribuye el esfuerzo cortante máximo para el
momento B, es similar a la del instante anterior y sigue teniendo como ĺımite a su derecha la trayectoria
de fisura. El rango de valores de la distribución esta entre 3.14 y 6.29 MPa.
Para el instante C, el valor de τmax disminuye a 11.6 MPa por el proceso de ablandamiento que ocurre
en el 85 % de la sección trasversal, y que tiene como consecuencia la reducción del estado de esfuerzos
principales. La forma de la distribución presenta una franja que posee un bulbo en la parte superior, esta
franja coincide con los elementos finitos que están bajo un estado fisurado cohesivo en la figura 6.11. Entre
la entalla y la franja existe un sector donde el esfuerzo cortante máximo toma un valor nulo, ya que para
este instante en la trayectoria de la fisura el 19 % de los elementos presenta pérdida de cohesión, estos
elementos son precisamente donde τmax = 0.
En el instante D, el máximo valor de τmax es 7.06 MPa y se ubica nuevamente cerca del punto 2 . Para
este momento, el proceso de ablandamiento se ha propagado hasta el 100 % de la altura de la sección
trasversal, y además el 72 % de los elementos en la trayectoria de la fisura presentan pérdida de cohesión.
Lo anterior se refleja en el esfuerzo cortante máximo, ya que la totalidad de la sección posee un valor nulo
para esta variable, ha excepción de una pequeña región debajo del punto 2 .
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Figura 6.16: Viga de cuatro puntos y dos entallas: geometŕıa, condiciones de apoyo y cargas externas de una viga
a flexión y cortante (Bocca, Carpinteri & Valente, 1990). Unidades en mm.
Figura 6.17: Viga de Bocca. Malla gruesa de 3 356 elementos finitos triangulares lineales.
6.3. Viga de cuatro puntos y dos entallas de Bocca
En esta sección se presenta la validación numérica del modelo constitutivo de fisura distribuida rotante,
por medio de la simulación de una viga de concreto simple de cuatro puntos desarrollada por Bocca,
Carpinteri y Valente, 1990, que esta gobernada por los modos I y II de fractura. La validación consiste
en la respuesta mecánica de la viga y la trayectoria de fisuración.
6.3.1. Simulación
La viga simulada es un elemento de concreto simple que posee dos entallas iguales que se ubican en la
mitad de su longitud, una en la cara superior y otra en la cara inferior como se indica en la figura 6.16.
Para este ejemplo la geometŕıa de la viga se rige por el espécimen C del ensayo de Bocca et al., 1990, donde
la longitud entre los puntos 1 y 4 es 800 mm, la altura de la viga es 200 mm y el espesor es 100 mm. El
voladizo que presenta la viga a izquierda del punto 1 y a derecha del punto 4 , no se especifican en cuanto
a su longitud, por tal razón, para la modelación se construyó una malla como la indicada en la figura 6.17.
El hecho que la fuerza cortante y momento flector sean nulos en los voladizos permite descartar estos del
análisis.
Las propiedades mecánicas del concreto que conforma la viga son: módulo de Young Ee = 27 000 MPa,
relación de Poisson ν = 0.18, resistencia a la tensión ft = 2.0 MPa, y enerǵıa de fractura por unidad de
área Gf = 0.10 N/mm. Las propiedades del concreto fueron tomadas de los estudios experimentales de
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etapa. incrementos tamaño tolerancia
1 20 1× 10−3 δ 1.0× 10−3
2 200 1× 10−4 δ 1.5× 10−3
3 1 300 5× 10−5 δ 1.5× 10−3
4 340 5× 10−5 δ 3.0× 10−3
5 1 440 5× 10−5 δ 6.0× 10−3
Tabla 6.1: Viga de Bocca: incrementos aplicados.
Bocca et al., 1990 para el espécimen C, sin embargo, en estos estudios no se menciona el valor de la rela-
ción de Poisson ν, por lo cual se estimó el valor mencionado. La función de la viga de acero es transmitir
cargas, y en consecuencia se modela como un material elástico y sus propiedades son: módulo de Young
Es = 200 000 MPa y relación de Poisson νs = 0.3.
La viga posee dos apoyos de primer orden en los puntos 2 y 4 que se encuentran a izquierda y derecha
de las entallas, y se somete a dos cargas puntuales de 0.2P y 1.0P en los puntos 1 y 3 respectivamente,
estas cargas se aplican en la cara superior a través de una viga de acero que posee una carga de 1.2P que
se localiza en el eje vertical de las entallas, de esta forma las cargas transmitidas a la viga de concreto son
las mencionadas. El ancho de la entalla no se menciona en el estudio, y en consecuencia se estimó un valor
de 10 mm para esta variable. Se emplean cojinetes en los puntos de aplicación de cargas y desplazamientos
restringidos (apoyos), con el objetivo de reducir la concentración de esfuerzos en estos sectores.
Las cargas aplicadas en el sólido generan en el apoyo 2 una reacción vertical de 1.0P , y en el apoyo
4 una reacción de 0.2P . La configuración de cargas externas produce una zona de tensión en la parte
superior y de compresión en la parte inferior de la viga entre los puntos 1 y 2 y entre 3 y 4 , mientras
que entre los puntos 2 y 3 sucede una zona de compresión en la parte superior y de tensión en la parte
inferior. Lo anterior junto con la fuerza cortante y la presencia de las dos entallas generan un proceso de
fisuración bajo un modo mixto en la zona comprendida entre 2 y 3 .
La simulación numérica se controla con la aplicación de un desplazamiento vertical unitario δ, con el
objetivo de estabilizar la solución numérica del problema, ya que la respuesta mecánica esperada en la fase
de ablandamiento, consiste en una reducción de la carga en la medida que el desplazamiento aumenta. El
desplazamiento δ se impone en la viga metálica en el punto donde se encuentra el eje de las entallas, y
en ese mismo punto se calcula la reacción R correspondiente, la cual coincide con el valor de 1.2P que se
muestra en la figura 6.16.
Se realizaron simulaciones sobre tres mallas no estructuradas de elementos finitos triangulares lineales,
donde la orientación de los elementos es completamente aleatoria. En cada una de estas mallas se hizo
variar el número de elementos en la zona entre 2 y 3 , con el fin de medir la influencia que tiene la
discretización de la malla sobre la carga máxima y la trayectoria de fisura. Igualmente, se emplearon
dos mallas no estructuradas con el mismo tipo de elementos, pero donde la orientación de los elementos
esta fuertemente direccionada, esto con el objetivo de evaluar la influencia del direccionamiento sobre la
trayectoria de fisura. Para estudiar estos problemas se realizó un análisis incremental que consistió 3 300
incrementos que se aplican en cinco etapas como se indica en la tabla 6.1.
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Figura 6.18: Viga de cuatro puntos y dos entallas: respuesta mecánica obtenida mediante simulación numérica.
6.3.2. Respuesta mecánica
El estudio realizado por Bocca et al., 1990 menciona que el ensayo presenta un snap-back en la curva
de carga desplazamiento, lo cual obliga a que el desplazamiento sea función de la longitud de fisuración,
es decir, este debe ser la abertura de fisura o el desplazamiento vertical relativo entre las puntas de una
entalla. A pesar de lo anterior, el estudio no especifica cual de las dos anteriores posibilidades se escogió, y
tampoco el punto de medición de dicho desplazamiento, por lo tanto, es incierto a que punto corresponde
la respuesta mecánica experimental y que tipo de desplazamiento se mide en la misma. Lo anterior tiene
como consecuencia que la respuesta mecánica calculada con el modelo propuesto no se pueda comparar
con la experimental. Por tal motivo, para este ejemplo se ha tomado como medida de comparación la
carga máxima alcanzada por la viga.
Se realizaron dos simulaciones distintas con una malla de 3 356 elementos finitos triangulares lineales
como la indicada en la figura 6.17. En la primera se utilizó una la ley de ablandamiento bilineal y se
obtuvo una carga máxima de 31.50 kN, mientras que en la segunda simulación se utilizó una la ley de
ablandamiento RH para concreto normal con valores de c1 = 3 y c2 = 6.93 (sección 2.2.3), y se obtuvo
una carga máxima fue 31.59 kN. Entre estas dos leyes la diferencia porcentual entre la carga máxima es
0.28 %, lo cual es una diferencia bastante reducida que permite establecer que con cualquiera de estas
dos leyes la respuesta mecánica es similar. Lo anterior también ha ocurrido en los ejemplos de validación
anteriores. Para este caso en particular, la convergencia con la ley RH requirió menos iteraciones por
incremento en comparación con la ley bilineal.
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Fig. malla archivo elementos nudos increm. fisurados Pmax ( kN) u ( mm)
a) gruesa bocca04.dat 3 356 1798 87 31.59 5.75× 10−2
b) intermedia bocca07.dat 5 189 2 746 94 31.17 5.81× 10−2
c) fina bocca08.dat 8 128 4 253 64 32.19 6.10× 10−2
Tabla 6.2: Viga de Bocca: caracteŕısticas y carga máxima en tres mallas de diferente densidad.
Adicionalmente, utilizando una la ley de ablandamiento RH para concreto normal, se realizaron tres
simulaciones con mallas no estructuradas de elementos finitos triangulares lineales, las cuales poseen ma-
yor o menor número de elementos entre los puntos 2 y 3 donde se concentran las deformaciones de
fisuración, como se indica en las figuras 6.19 a)-c). Las caracteŕısticas de estas mallas se indican en la
tabla 6.2. Las diferencias porcentuales entre las cargas máximas que se obtienen para cada una de las tres
simulaciones están entre 1.4 % y 3.2 %, lo cual permite establecer que para el modelo propuesto la densi-
dad de los elementos finitos en la malla no es significativa. Los resultados experimentales de Bocca et al.,
1990, indican que el valor de la carga máxima para el espécimen C es 34.5 kN. La diferencia porcentual
entre la carga experimental y la carga numérica promedio de 31.7 kN es del 8.3 %, lo cual se considera
una diferencia reducida.
La respuesta mecánica de las anteriores mallas se indica en la figura 6.18, donde se presenta la carga
P que ocurre simultáneamente en el punto 3 y en el apoyo 2 , contra el desplazamiento u que se da en
el punto 3 . De estas curvas se observa que la diferencia en el nivel de discretización en las mallas, no es
influyente en la respuesta mecánica.
Los resultados presentados permiten concluir que la carga máxima del modelo de fisura distribuida
rotante, describe adecuadamente la carga de la respuesta mecánica experimental, independientemente del
nivel de discretización de la malla.
6.3.3. Trayectoria de fisura
Para este problema la modelación numérica indica que primero se desarrolla una fisura con trayectoria
curva en la parte baja de la entalla superior, la cual progresar de manera descendente (fisura izquierda).
Posteriormente se desarrolla otra fisura en la parte superior de la entalla inferior que sigue una trayectoria
curva de manera ascendente (fisura derecha). En la medida que la fisura derecha avanza, la fisura izquierda
se cierra, hasta llegar al punto donde la abertura de fisura izquierda se vuelve cero, mientras que la fisura
derecha sigue desarrollándose hacia la cara superior de la viga.
La trayectoria de fisuración que ocurre en la malla de 3 356 elementos para la ley de ablandamiento
bilineal y para ley RH, se presentan en la figura 6.19 d) por medio de lineas de igual desplazamiento. En
ambos casos la trayectoria de la fisura izquierda y derecha resultan idénticas para ambas leyes, lo que
permite establecer que la trayectoria de fisuración en el modelo propuesto es similar para cualquier ley de
ablandamiento que se emplee. Lo anterior permite que los resultados presentados de ahora en adelante
sean los correspondientes a la ley RH, ya que con esta se requieren menos iteraciones para lograr la con-
vergencia del incremento.
Con el fin de establecer la influencia de la densidad de los elementos finitos en la trayectoria de fisura-
ción, en la figuras 6.19 d), e) y f), se presentan estas trayectorias por medio de la concentración de lineas
de igual desplazamiento para una malla gruesa de 3 356 elementos, una intermedia de 5 189 elementos
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(a) (b) (c)
(d) (e) (f)
Figura 6.19: Viga de Bocca: (a), (b) y (c) detalle de malla gruesa, intermedia y fina de elementos finitos en la
porción central de la viga, (d), (e) y (f) ĺıneas de igual desplazamiento en el instante en el cual se observan las dos
fisuras en las mallas gruesa, intermedia y fina.
y otra fina de 8 128 elementos, respectivamente (tabla 6.2). Se observa que la trayectoria de la fisura
izquierda y derecha para todos los casos es similar, siendo mas definida en la medida que la malla tiene
mayor densidad. De esta comparación se puede establecer que para mallas no estructuradas, la cantidad
de elementos que se disponen en la zona de fisuración no afecta la orientación de las fisuras. La única
influencia radica en el ancho de banda H en que se concentra la fisuración, ya que H es función del
tamaño del elemento finito, el cual es menor en la medida que la malla es mas densa, lo que ocasiona que
la trayectoria de fisuración sea mas fina.
En la figura 6.20, se comparan las trayectorias de fisuración del ensayo experimental de Bocca et al.,
1990 y de la simulación numérica con el modelo de fisura distribuida rotante. Se observa que el modelo
propuesto describe adecuadamente la trayectoria de fisuración que ocurre en el ensayo experimental.
Se realizaron dos simulaciones en mallas que poseen una fuerte orientación de los elementos finitos en
cierta dirección en particular, con el fin de evaluar la influencia de la orientación de la malla en la trayec-
toria de fisuración. En las figuras 6.21 a) y b), se presenta la configuración de una malla de 4 966 y 9 908
elementos triangulares lineales con dicha orientación, respectivamente. Los resultados de la trayectoria
de fisuración se indican en las figuras 6.21 c) y d), donde se observa que el modelo de fisura ditribuida
rotante pierde objetividad cuando la malla muestra una orientación común en los lados de los elementos
finitos (Jirásek, 2002), debido a que la trayectoria en ambos casos sigue la orientación caracteŕıstica de la
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Figura 6.20: Viga de Bocca. Trayectoria de las fisuras: a) bloque de viga fisurado en el ensayo experimental (Bocca,
Carpinteri & Valente, 1990), b) ĺıneas de igual desplazamiento en el instante en el cual se observan las dos fisuras
en la malla fina con ley RH.
malla, alejándose de la trayectoria de fisuración experimental. Asimismo, la carga máxima calculada se
reduce a 28.04 kN y 28.50 kN, generándose una diferencia del 19 % con respecto al resultado experimental.
Por lo anterior, se concluye que mallas con una orientación común en los lados de los elementos finitos,
no permiten obtener resultados objetivos con el modelo propuesto.
Los anteriores resultados permiten concluir que el modelo constitutivo de fisura distribuida rotante,
genera una simulación adecuada de la trayectoria de fisuración en mallas con orientación aleatoria de los
elementos finitos, para un problema donde el modo de fractura es mixto.
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(a) (b)
(c) (d)
Figura 6.21: Viga de Bocca: a) y b) detalle de mallas intermedia y fina de elementos finitos fuertemente orientada
en la porción central de la viga, c) y d) ĺıneas de igual desplazamiento en el instante en que se observan las dos
fisuras en las mallas intermedia y fina.




El modelo constitutivo propuesto, permite representar el proceso de ablandamiento en elementos de con-
creto simple sometidos a tensión, en donde el material presenta una alta concentración de deformaciones,
que conlleva al inicio de un proceso de fisuración bajo un modo I de fractura o bajo un modo mixto. En
este modelo durante la fase de ablandamiento del material, se presenta una pérdida de capacidad de carga
del elemento estructural, en la medida que los desplazamientos impuestos se incrementan.
A continuación se presentan las conclusiones relacionadas a aspectos espećıficos de esta tesis.
7.1.1. Convergencia del modelo numérico
El modelo de fisura distribuida rotante implementado demostró estabilidad numérica en el proceso de
convergencia mediante el método de Newton–Raphson estándar. En las simulaciones realizadas, los in-
crementos de desplazamiento correspondientes a la etapa posterior a la carga máxima, requirieron en
promedio cuatro iteraciones para resolverse. Esto indica que se consigue el campo de los desplazamientos
que cumple con el equilibrio, rápidamente, a pesar de la alta concentración de las deformaciones durante
la etapa de ablandamiento. Lo anterior se realizó utilizando el método de integración temporal no lineal
más sencillo.
El inicio del proceso de fractura se caracteriza por la aparición de varias fisuras, de las cuales solamente
una prevalece mientras las otras se cierran. El modelo constitutivo de fisura distribuida rotante, garantiza
la obtención de una única solución del problema conservando el equilibrio, y generando una adecuada
trayectoria de fisuración, que se constituye por una banda de un elemento finito de ancho. Lo anterior se
logra porque el modelo determina adecuadamente las zonas de mayor concentración de deformaciones.
El modelo propuesto en este trabajo utiliza elementos finitos convencionales de bajo orden1 que se
encuentran implementados dentro del programa HYPLAS. Por tal motivo, el modelo de fisura distribuida
rotante encuentra la solución numérica en la fase de ablandamiento, sin necesidad de emplear elementos
finitos de alto orden. Lo anterior permite que la implementación del modelo propuesto este totalmente
contenida en el módulo del material, evitándose la necesidad de crear nuevos elementos finitos. Esto faci-
lita la implementación de este modelo en otros programas de análisis no lineal a código abierto.
1elemento finito triangular lineal.
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7.1.2. Respuesta mecánica de las vigas simuladas
La respuesta mecánica obtenida en las simulaciones numéricas realizadas en vigas de concreto simple a
flexión, dan resultados cercanos a los obtenidos en los ensayos experimentales de Rots et al., 1985 en el
caso de la viga de tres puntos, a los de Gálvez y Cendón, 2002 para la viga de cuatro puntos y una entalla,
y a los conseguidos por Bocca et al., 1990 para la viga de doble entalla.
La carga máxima alcanzada con cualquiera de las tres leyes de ablandamiento esta dentro del rango
de los valores experimentales, para los tres problemas que se simularon, como se indica en las figuras 6.2
y 6.9. La diferencia promedio entre las cargas máximas alcanzadas en la simulación numérica y en los
ensayos experimentales, es del 10 % para la viga de tres puntos, del 6 % para la viga de cuatro puntos
con una entalla, y del 8.3 % para la viga de cuatro puntos con doble entalla. Las anteriores diferencias
se consideran bajas, y en consecuencia, se concluye que el modelo propuesto describe adecuadamente la
carga máxima con cualquier ley de ablandamiento.
En los problemas de la viga de tres puntos y de cuatro puntos con una entalla, el desplazamiento
correspondiente a la carga máxima en la simulación numérica, es menor al desplazamiento en que ocurre
esta carga en los resultados experimentales, sin importar la ley de ablandamiento que se utilice. La dife-
rencia promedio entre el desplazamiento correspondiente a la carga máxima en la simulación numérica y
en la curva experimental, es del 9 % para la viga de tres puntos, y del 25 % para la viga de cuatro puntos
con una entalla. Esta diferencia en el modelo de la viga de tres puntos es aceptable, sin embargo, en la
viga de cuatro puntos la diferencia es considerable, y corresponde a los efectos del modo II de fractura
que el modelo propuesto no considera.
El área total bajo la curva de la respuesta mecánica para las simulaciones numéricas y los ensayos
experimentales, son similares. Para la viga de tres puntos la diferencia entre el área total promedio del
ensayo experimental y el área promedio de la simulación numérica es 5.5 %, mientras que para la viga
de cuatro puntos con una entalla es 13.5 %. Estas áreas están asociadas con la cantidad de enerǵıa que
se requiere introducir a las vigas para generar un proceso de fractura. La similitud de estas áreas y el
hecho que la respuesta mecánica este dentro de la envolvente experimental, hacen concluir que el modelo
propuesto predice correctamente el proceso de fractura.
La carga máxima ocurre cuando el material ha iniciado el proceso de fisuración, debido a que pre-
viamente un número de elementos finitos han fisurado, porque la deformación principal mayor supera la
deformación elástica máxima. En otras palabras, en ninguno de los tres problemas la carga máxima de la
respuesta mecánica, sucede bajo un estado completamente elástico, sino por el contrario, ocurre para en
una etapa temprana del proceso de fisuración.
La etapa posterior a la carga máxima, inicia cuando la punta de la fisura alcanza una altura del 42 %
o del 32 % de la sección reducida encima de la entalla, en la viga de tres puntos y en la de cuatro puntos
con una entalla respectivamente. Esto indica que las vigas presentan una rigidez positiva y en consecuen-
cia capacidad de carga, para instantes donde el porcentaje del material fisurado es inferior a los valores
mencionados.
El inicio de la etapa posterior a la carga máxima esta dado por el instante B, mientras que el fin esta
determinado por el instante D, como se muestra en las figuras 6.2 y 6.9. En el instante B para ambos
problemas, el crecimiento de la fisura tanto en abertura como en porcentaje de material fisurado toma
rangos intermedios. En cambio, para el instante C el crecimiento en la abertura de fisura y en la canti-
dad de elementos finitos que entran en estado de fisuración, es máximo para ambos problemas. Esto es
consecuencia que en el instante C, buena parte del material encima de la entalla ha fisurado, ya que la
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fisura alcanza un valor del 89 % de la sección reducida para la viga de tres puntos y del 84 % para la viga
de cuatro puntos con una entalla. El instante D indica el final de la simulación, y representa un estado
avanzado de fisuración, donde el 100 % de la sección trasversal arriba de la entalla a fisurado para ambas
vigas. Lo anterior genera que en este instante la propagación de la fisura se reduzca, ya que la totalidad
de los elementos han fisurado, sin embargo, para este momento la evolución de la abertura se acelera
porque el 21 % y el 72 % del material en la trayectoria de fisuración para la viga de tres y cuatro puntos
respectivamente, se encuentran en un estado de pérdida de cohesión. En consecuencia, se establece que el
proceso de fisuración se acelera cuando el porcentaje de material fisurado representa mas del 84 % de la
altura de la sección reducida.
La carga remanente que el modelo constitutivo muestra en ambos problemas luego del instante D, no
concuerda con los datos experimentales, ya que en estos la curva de carga desplazamiento termina antes
de alcanzarse este punto. La razón de esta carga corresponde a que el modelo constitutivo no posee un
umbral de daño a la compresión, lo que genera que el modelo sea infinitamente ŕıgido bajo esfuerzos de
este tipo. En consecuencia, la zona de compresión que se genera en la cara superior de ambas vigas cerca
del punto de aplicación del desplazamiento, nunca falla, lo que permite que se de una redistribución de
las fuerzas a izquierda y derecha de la fisura.
7.1.3. Trayectoria de fisuración en las vigas simuladas
El modelo de fisura distribuida rotante describe de manera adecuada la trayectoria de fisuración en las
vigas de concreto simple simuladas, esto ocurre porque el modelo establece que el vector normal a la di-
rección de fisuración, coincide con la dirección principal mayor de deformaciones. Lo anterior permite que
en cada incremento del desplazamiento impuesto, la dirección de fisuración sea recalculada, ocasionando
que los ejes principales de la fisura coincidan con los ejes principales de deformación. En consecuencia,
en los ejes locales solamente ocurren deformaciones longitudinales y esfuerzos normales, mientras que las
deformaciones angulares y los esfuerzos cortantes en esa superficie son nulos.
El hecho que el modelo constitutivo solamente considere en su análisis el modo I de fractura, pero
aún aśı sea capaz de describir adecuadamente la trayectoria de fisuración para problemas donde el modo
I o el modo mixto de fractura son quienes gobiernan el comportamiento del sólido, hace concluir que la
rotación de los ejes locales de la fisura es lo que permite predecir la trayectoria de fisuración adecuada
independientemente del modo de fractura que predomine, como se demostró en la sección 6.1 para el
modo I y en las secciones 6.2 y 6.3 para el modo mixto.
La trayectoria de fisuración obtenida con el modelo de fisura distribuida rotante, es aproximadamente
igual a la presentada en los ensayos experimentales para los problemas simulados. Se modelaron varias
mallas no estructuradas con elementos finitos de diferente tamaño, orientación aleatoria y distintas leyes
de ablandamiento, teniendo como resultado que la trayectoria de la fisura permanece siempre dentro de la
envolvente experimental, como se muestra en las figuras 6.10 a) y 6.20. Lo anterior indica que el modelo
es capaz de generar una adecuada trayectoria de fisuración independientemente del tamaño y orientación
de los elementos finitos de la malla. Adicionalmente, el uso de mallas no estructuradas con uniformidad en
los elementos finitos y con orientación aleatoria, aseguran una de banda de fisuración similar al ancho de
banda de un elemento finito, lo que permite representar correctamente las zonas de mayor concentración
de deformaciones.
Para mallas con una fuerte orientación de los elementos finitos en cierta dirección, la trayectoria de
fisuración numérica se aleja de la trayectoria experimental, ya que la primera termina por seguir la direc-
ción que tiene la malla, como se indica en la figura 6.21. Por lo anterior, en caso de utilizar este tipo de
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mallas se debe conocer de antemano la dirección de fisuración experimental, para que la malla generada
oriente los elementos en esa dirección.
7.1.4. Ley de ablandamiento del material
En la viga de tres puntos, las tres leyes de ablandamiento empleadas generan respuestas mecánicas simila-
res. Al compararse la carga P que ocurre en cada desplazamiento δ, se obtiene que para todo el dominio de
los desplazamientos las diferencias porcentuales promedio entre las leyes de ablandamiento son: 3 % entre
las leyes RH y bilineal, 8 % entre las leyes RH y exponencial, y 10 % entre las leyes bilineal y exponencial.
Al comparar el área total bajo la curva de la respuesta mecánica que se obtiene con cada ley, se
encuentran las siguientes diferencias porcentuales: 0.5 % entre leyes RH y bilineal, 3.6 % entre leyes RH y
exponencial y 4.1 % entre leyes bilineal y exponencial. Igualmente, al comparar el área de la región ablan-
dada se obtiene una diferencia del 1.2 % entre leyes RH y bilineal, 9.7 % entre leyes RH y exponencial y
8.5 % entre leyes bilineal y exponencial.
Adicionalmente, las trayectorias de fisuración que se generan con cada ley son similares entre ellas y
todas están contenidas dentro de la envolvente experimental. Los anteriores resultados llevan a establecer
que para los modelos gobernados por un modo I de fractura, el uso de cualquier ley de ablandamiento
produce resultados similares al que se obtendŕıa con cualquiera de las otras dos leyes. Por lo anterior, se
considera conveniente que para modelos de este tipo se emplee la ley bilineal, ya que con esta se genera
un costo computacional inferior porque la deformación de fisuración se obtiene de manera anaĺıtica.
Para el problema de la viga de cuatro puntos de la sección 6.2, las leyes de ablandamiento RH y bili-
neal generan respuestas mecánicas similares, sin embargo, la ley exponencial presenta un comportamiento
por fuera de la envolvente de los resultados experimentales, para desplazamientos relativos mayores a
9.8 × 10−2 mm. Luego de este desplazamiento, el material genera un incremento en los desplazamientos
bajo carga constante, y en consecuencia, la ley exponencial solamente se considera válida para desplaza-
mientos inferiores al mencionado.
Al compararse la cargas que se obtienen en la figura 6.9 para todo desplazamiento relativo, se tienen
una diferencia porcentual en la respuesta mecánica del 13 % entre las leyes RH y bilineal, 36 % entre las
leyes RH y exponencial, y 39 % entre las leyes exponencial y bilineal. El cálculo del área total bajo la
curva de la respuesta mecánica da como resultado una diferencia del 6.5 % entre las leyes RH y bilineal.2
De igual forma, el cálculo del área de la región ablandada para esta mismas leyes da como resultado una
diferencia del 6.1 %.
Las trayectorias de fisuración que se predicen con las leyes RH y bilineal están dentro del rango de la
envolvente experimental. Por tal razón, se concluye que en los modelos gobernados por un modo mixto,
el uso de la ley RH o bilineal da resultados adecuados en ambos casos, tanto en la respuesta mecánica
como en la trayectoria de fisura. Dado el ahorro computacional que significa el uso de la ley bilineal, se
concluye que esta ley es las más conveniente para simular modelos con modo mixto.
Para la viga de cuatro puntos y dos entallas de la sección 6.3, el uso de las leyes de ablandamiento
bilineal y RH genera una diferencia porcentual en el cálculo de la carga máxima de 0.28 %, lo que permite
nuevamente establecer que para este problema el uso de cualquiera de las dos anteriores leyes produce
2no se genera comparación sobre la ley exponencial, ya que para desplazamientos mayores a 9.8 × 10−2 mm esta ley
presenta datos por fuera de la envolvente experimental.
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resultados similares, por ende, se recomienda el uso de la ley bilineal por la facilidad en el cálculo de la
deformación de fisuración.
7.1.5. Ancho de banda H
El ancho se banda se define como la proyección del tamaño del elemento finito sobre la dirección normal a
la fisura, en consecuencia, esta cantidad permite relacionar la deformación de fisuración y la abertura de
fisura de la siguiente forma: εcnn = wcnn/H. En este trabajo el ancho de banda se emplea para determinar
la magnitud de la deformación última εf , que establece el ĺımite superior del rango de fisuración cohesi-
va. Lo anterior, genera un escalamiento de la zona de fisuración cohesiva en cada elemento finito, ya el
tamaño de esta zona es directamente proporcional a la deformación última e inversamente proporcional
al ancho de banda. Este escalamiento busca que en cada elemento finito se calcule la enerǵıa de fractura
real del material, lo cual asegura que la enerǵıa disipada en cada elemento sea independiente de su tamaño.
Debido al escalamiento que se genera en el rango de fisuración cohesiva, la deformación de fisura εcnn
no se puede emplear como una medida de fisuración, porque el rango de las deformaciones en donde
ocurre el estado fisurado cohesivo, es variable en cada punto material en función del ancho de banda H
del elemento finito. Esto hace que la medida de fisuración deba ser el ancho de fisura wcnn = εcnn ·H, que
es una medida objetiva que indica la separación entre los bordes de la fisura.
El modelo de fisura distribuida rotante, logró obtener resultados numéricos objetivos que describen de
manera adecuada el comportamiento de las vigas de concreto simple simuladas, donde la influencia del
tamaño y la orientación de los elementos finitos en los resultados no es influyente.
7.2. Recomendaciones
Para futuros trabajos se recomienda introducir los siguientes aspectos en el modelo constitutivo de fisura
distribuida rotante:
• Incluir el comportamiento no lineal del concreto simple a compresión, con el fin de representar
adecuadamente las zonas cercanas a los apoyos y a los puntos donde se impone el desplazamiento.
En estas se presenta una alta compresión que permiten una redistribución de las acciones, que
ocasionan que la simulación numérica presente una capacidad remanente al final del proceso de
fisuración.
• Considerar la transferencia del esfuerzo cortante y de la deformación angular en la superficie de
fisuración, para obtener una mejor representación del modo II de fractura.
• Implementar un modelo de material compuesto conformado por concreto y barras de acero de
orientación definida con comportamiento elasto–plástico. Lo anterior permitiŕıa la simulación de
estructuras de concreto reforzado.
• Implementar un modelo constitutivo tridimensional que permita la simulación numérica de sólidos
con geometŕıas generales.
• Continuar la metodoloǵıa de un ancho de banda H variable, que sea inferior al valor ĺımite Hu según







En este anexo se establecen las propiedades de ciertos tensores que son empleados en el caṕıtulo 3 para
la deducción del modelo constitutivo de fisura distribuida rotante.
A.1. Tensor 1⊗ 1
Siendo A un tensor de segundo orden, el término (1⊗ 1) es un tensor identidad de cuarto orden definido
aśı:
1⊗ 1 = δijδkl (êi ⊗ êj ⊗ êk ⊗ êl)
A : (1⊗ 1) = Ars (êr ⊗ ês) : δijδkl (êi ⊗ êj ⊗ êk ⊗ êl)
A : (1⊗ 1) = Arsδijδkl (êr ⊗ ês) : (êi ⊗ êj ⊗ êk ⊗ êl)
A : (1⊗ 1) = Arsδijδkl (êr · êi)︸ ︷︷ ︸
δri→r=i
(ês · êj)︸ ︷︷ ︸
δsj→s=j
(êk ⊗ êl)
A : (1⊗ 1) = Aij δij︸︷︷︸
j=i
δkl (êk ⊗ êl)
A : (1⊗ 1) = Aii δkl (êk ⊗ êl)︸ ︷︷ ︸
1
A : (1⊗ 1) = Aii︸︷︷︸
trA
1
Lo que lleva ha establecer la ecuación A.1, conociendo que el doble producto contráıdo es conmutativo:
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A.2. Tensor identidad IS
A continuación se demuestran las propiedades del tensor de cuarto orden IS. Por definición se tiene que:
IS = δikδjl (êi ⊗ êj ⊗ êk ⊗ êl)
IS : A = δikδjl (êi ⊗ êj ⊗ êk ⊗ êl) : Ars (êr ⊗ ês)
IS : A = Arsδikδjl (êi ⊗ êj ⊗ êk ⊗ êl) : (êr ⊗ ês)
IS : A = Arsδikδjl (êi ⊗ êj) (êk · êr)︸ ︷︷ ︸
δkr→r=k
(êl · ês)︸ ︷︷ ︸
δls→s=l




(êi ⊗ êj) = Aij (êi ⊗ êj) = A
Conociendo que el doble producto contráıdo es conmutativo, se puede establecer que:
IS : A = A : IS = A (A.2)
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A.3. Traza tensor N
Para el desarrollo del modelo constitutivo de fisura distribuida rotante, se requiere conocer el valor de la
traza del tensor de segundo orden N, a continuación se presenta dicha deducción.
Por definición N = (n̂⊗ n̂), donde n̂ es un vector unitario. Desarrollando dicha definición se tiene:
N = niêi ⊗ nj êj
N = ninj (êi ⊗ êj)
(A.3)
Aplicando la traza a N resulta:
tr (N) = tr (ninj (êi ⊗ êj))
tr (N) = ninj tr (êi ⊗ êj)︸ ︷︷ ︸
δij→j=i
tr (N) = nini = n2i = n21 + n22 + n23
(A.4)
Al ser n̂ un vector unitario es claro que la suma de sus cuadrados debe ser la unidad, para que la
ráız cuadrada de dicha suma sea también unitaria y se cumpla con la definición de n̂. Por tal motivo, se
establece que la traza del tensor N es la unidad:
tr (N) = 1 (A.5)
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A.4. Operación 1 : N
Para la deducción del modelo de fisura distribuida rotante, se requiere conocer el resultado de la operación
1 : N, lo cual se muestra a continuación:
1 : N = δij (êi ⊗ êj) : Nrs (êr ⊗ ês)
1 : N = δijNrs (êi ⊗ êj) : (êr ⊗ ês)
1 : N = δijNrs (êi · êr)︸ ︷︷ ︸
δir→r=i
(êj · ês)︸ ︷︷ ︸
δjs→s=j
1 : N = δij︸︷︷︸
j=i
Nij
1 : N = Nii = tr (N)
(A.6)
Se conoce que la traza del tensor de segundo orden N es la unidad (anexo A.3) y que el doble producto
punto es conmutativo, en consecuencia se tiene la siguiente expresión:
1 : N = N : 1 = tr (N) = Nii = 1 (A.7)
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A.5. Operación N : N
Se requiere conocer el resultado de la operación N : N para el cálculo de la ecuación constitutiva del
modelo de fisura distribuida rotante.
N : N = Nij (êi ⊗ êj) : Nrs (êr ⊗ ês)
N : N = NijNrs (êi ⊗ êj) : (êr ⊗ ês)
N : N = NijNrs (êi · êr)︸ ︷︷ ︸
δir→r=i
(êj · ês)︸ ︷︷ ︸
δjs→s=j
N : N = NijNij
(A.8)
Recordando que N = (n̂⊗ n̂) = niêi ⊗ nj êj = ninj (êi ⊗ êj), donde es claro que Nij = ninj . Reem-
plazando lo anterior se obtiene:
N : N = (ninj) (ninj)
N : N = n2in2j
(A.9)
Conociendo que n̂ es un vector unitario, la suma de los cuadrados de sus componentes deben ser igual
a la unidad, y en consecuencia n2k = 1, lo que lleva ha establecer que:
N : N = 1 (A.10)
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A.6. Operación 1 : ε
A continuación se desarrolla la expresión 1 : ε:
1 : ε = δij (êi ⊗ êj) : εrs (êr ⊗ ês)
1 : ε = δijεrs (êi ⊗ êj) : (êr ⊗ ês)
1 : ε = δijεrs (êi · êr)︸ ︷︷ ︸
δir→r=i
(êj · ês)︸ ︷︷ ︸
δjs→s=j




Con lo que se establece la siguiente ecuación:
1 : ε = ε : 1 = εii = tr (ε) (A.12)
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A.7. Operación N : ε





N : ε = (n̂⊗ n̂) : ε
N : ε = n̂ · ε · n̂ (A.13)
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A.8. Nulidad ε : N = 0
En esta sección se busca demostrar la nulidad del término escalar ε :
.
N = 0
Es necesario establecer definiciones para el tensor de cuarto orden N y la derivada temporal de la
dirección principal mayor de deformación
.̂































Expresando el tensor N de una manera mas compacta, se establece que este se subdivide en dos


























Es necesario encontrar los términos
(



















para ser sustituidos en la expresión A.16, lo cual se presenta a continuación:
(









p̂ 1 ⊗ p̂ 2
)T ]
(









p̂ 2 ⊗ p̂ 1
)]
(

































j (êi ⊗ êj)
]
(



























p̂ 1 ⊗ p̂ 2
)T ]
(









p̂ 2 ⊗ p̂ 1
)]
(

































l (êk ⊗ êl)
]
(
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(









p̂ 1 ⊗ p̂ 3
)T ]
(









p̂ 3 ⊗ p̂ 1
)]
(

































j (êi ⊗ êj)
]
(



























p̂ 1 ⊗ p̂ 3
)T ]
(









p̂ 3 ⊗ p̂ 1
)]
(

































l (êk ⊗ êl)
]
(

















Las anteriores expresiones se resumen en:
(

























































































































(êi ⊗ êj ⊗ êk ⊗ êl)
Aijkl =
1








































































































(êi ⊗ êj ⊗ êk ⊗ êl)
(A.23)
Realizando la suma de las expresiones A.22 y A.23, se calcula el tensor de cuarto orden N:
N = A + B






















(êi ⊗ êj ⊗ êk ⊗ êl)
}







































































Se busca ahora hallar una expresión para la derivada temporal
.
N. Conociendo que N =
(
p̂ 1 ⊗ p̂ 1
)
,
y teniendo la expresión A.15 para
.̂
































































p̂ 3 ⊗ p̂ 1
)
(A.25)
Empleando la transpuesta de los tensores de segundo orden que opera sobre el producto diádico, se
obtiene: (












p̂ 1 ⊗ p̂ 3
)T






















p̂ 1 ⊗ p̂ 3
)T ]
(A.26)














p̂ 1 ⊗ p̂ 2
)sim
(








p̂ 1 ⊗ p̂ 3
)sim (A.27)
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Utilizando las expresiones del tensor simétrico en la ecuación A.26, se tiene una expresión definitiva
















p̂ 1 ⊗ p̂ 3
)sim
(A.28)
El siguiente paso es hallar una expresión para N : .ε. Se conoce el tensor N de la ecuación A.24, y
realizando el doble producto contráıdo sobre .ε, se consigue:
N : .ε =
{
1






















(êi ⊗ êj ⊗ êk ⊗ êl)
}


























(êi ⊗ êj ⊗ êk ⊗ êl)
}
: .εrs (êr ⊗ ês)
N : .ε =
.
εrs






















(êi ⊗ êj) (êk · êr)︸ ︷︷ ︸
δkr→r=k




























(êi ⊗ êj) (êk · êr)︸ ︷︷ ︸
δkr→r=k
(êl · ês)︸ ︷︷ ︸
δls→s=l
N : .ε =
.
εkl


















































Desarrollando la ecuación del tensor simétrico A.27 hasta sus componentes ij, se obtienen expresiones
que permiten hacer sustituciones en la ecuación A.29:
2
(



















































p̂ 1 ⊗ p̂ 2
)sim
ij
= p 1i p
2




j (êi ⊗ êj)
2
(





































































p̂ 1 ⊗ p̂ 3
)sim
ij
= p 1i p
3




j (êi ⊗ êj)
2
(
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Reemplazando lo anterior:
N : .ε =
.εkl












(êi ⊗ êj)︸ ︷︷ ︸
2
(

























(êi ⊗ êj)︸ ︷︷ ︸
2
(






































































de la ecuación A.32,
por ende: (
































Multiplicando a ambos lados de la igualdad por : (êk ⊗ êl), se logra llegar a:
2
(
p̂ 1 ⊗ p̂ 2
)sim
kl












(êk ⊗ êl) : (êk ⊗ êl)
2
(
p̂ 1 ⊗ p̂ 2
)sim
kl












(êk · êk)︸ ︷︷ ︸
δkk=1




p̂ 1 ⊗ p̂ 2
)sim
kl













Y de la misma forma:
2
(
p̂ 1 ⊗ p̂ 3
)sim
kl












(êk ⊗ êl) : (êk ⊗ êl)
2
(
p̂ 1 ⊗ p̂ 3
)sim
kl












(êk · êk)︸ ︷︷ ︸
δkk=1




p̂ 1 ⊗ p̂ 3
)sim
kl





































en N : .ε:









p̂ 1 ⊗ p̂ 2
)sim










p̂ 1 ⊗ p̂ 3
)sim
: (êk ⊗ êl)
(A.35)
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Expandiendo los tensores simétricos 2
(
p̂ 1 ⊗ p̂ 2
)sim
: (êk ⊗ êl) y 2
(
p̂ 1 ⊗ p̂ 3
)sim
: (êk ⊗ êl):
2
(
p̂ 1 ⊗ p̂ 2
)sim
: (êk ⊗ êl) =
[(




p̂ 1 ⊗ p̂ 2
)T ]
: (êk ⊗ êl)
=
[(




p̂ 2 ⊗ p̂ 1
)]
: (êk ⊗ êl)
=
(
p̂ 1 ⊗ p̂ 2
)
: (êk ⊗ êl) +
(
p̂ 2 ⊗ p̂ 1
)
: (êk ⊗ êl)
=
(
p̂ 1 · êk
) (




p̂ 2 · êk
) (




p̂ 1 ⊗ p̂ 2
)sim
: (êk ⊗ êl) = δ1kδ2l + δ2kδ1l
2
(
p̂ 1 ⊗ p̂ 3
)sim
: (êk ⊗ êl) =
[(




p̂ 1 ⊗ p̂ 3
)T ]
: (êk ⊗ êl)
=
[(




p̂ 3 ⊗ p̂ 1
)]
: (êk ⊗ êl)
=
(
p̂ 1 ⊗ p̂ 3
)
: (êk ⊗ êl) +
(
p̂ 3 ⊗ p̂ 1
)
: (êk ⊗ êl)
=
(
p̂ 1 · êk
) (




p̂ 3 · êk
) (




p̂ 1 ⊗ p̂ 3
)sim
: (êk ⊗ êl) = δ1kδ3l + δ3kδ1l
Reemplazando lo anterior en la ecuación A.32, se obtiene:





p̂ 1 ⊗ p̂ 2
)sim





p̂ 1 ⊗ p̂ 3
)sim
[δ1kδ3l + δ3kδ1l]






































































p̂ 1 ⊗ p̂ 3
)sim
Dado que las deformaciones son simétricas, sus derivadas temporales también lo son: .ε12 = .ε21 y.
ε13 = .ε31. Empleado esto, se encuentra la expresión final para N : .ε












p̂ 1 ⊗ p̂ 3
)sim
(A.36)
Reescribiendo la ecuación A.28, que indica la derivada temporal del tensor direccional de segundo
orden N: .












p̂ 1 ⊗ p̂ 3
)sim
En consecuencia, existe una igualdad entre la derivada temporal del tensor direccional de segundo
orden
.
N y el doble producto contraido del tensor N y la derivada temporal del tensor de deformaciones.
ε: .
N = N : .ε (A.37)
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El objetivo es demostrar la nulidad del término ε :
.
N = 0. Haciendo uso de la igualdad A.37, y conociendo




ε : N : .ε = 0
(N : ε) : .ε = 0
(A.38)
El propósito es demostrar la nulidad del paréntesis (N : ε), y aśı comprobar la nulidad de ε :
.
N
N : ε =
{
1






















(êi ⊗ êj ⊗ êk ⊗ êl)
}


























(êi ⊗ êj ⊗ êk ⊗ êl)
}
: εtu (êt ⊗ êu)






















(êi ⊗ êj) (êk · êt)︸ ︷︷ ︸
δkt→t=k
(êl · êu)︸ ︷︷ ︸
δlu→u=l
+






















(êi ⊗ êj) (êk · êt)︸ ︷︷ ︸
δkt→t=k
(êl · êu)︸ ︷︷ ︸
δlu→u=l


























































(êi ⊗ êj)︸ ︷︷ ︸
2
(
















p̂ 1 ⊗p̂ 2
)sim
:(êk⊗êl)












(êi ⊗ êj)︸ ︷︷ ︸
2
(
















p̂ 1 ⊗p̂ 3
)sim
:(êk⊗êl)
N : ε = εkl(ε1 − ε2)
(




p̂ 1 ⊗ p̂ 2
)sim
: (êk ⊗ êl)︸ ︷︷ ︸
δ1kδ2l+δ2kδ1l
+ εkl(ε1 − ε3)
(




p̂ 1 ⊗ p̂ 3
)sim
: (êk ⊗ êl)︸ ︷︷ ︸
δ1kδ3l+δ3kδ1l
N : ε = εkl(ε1 − ε2)
(
p̂ 1 ⊗ p̂ 2
)sim




p̂ 1 ⊗ p̂ 3
)sim
[δ1kδ3l + δ3kδ1l]
N : ε = εkl(ε1 − ε2)
(






+ εkl(ε1 − ε2)
(






+ εkl(ε1 − ε3)
(






+ εkl(ε1 − ε3)
(






N : ε = ε12(ε1 − ε2)
(
p̂ 1 ⊗ p̂ 2
)sim
+ ε21(ε1 − ε2)
(
p̂ 1 ⊗ p̂ 2
)sim
+ ε13(ε1 − ε3)
(
p̂ 1 ⊗ p̂ 3
)sim
+ ε31(ε1 − ε3)
(
p̂ 1 ⊗ p̂ 3
)sim
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N : ε = 2 · ε12(ε1 − ε2)
(
p̂ 1 ⊗ p̂ 2
)sim
+ 2 · ε13(ε1 − ε3)
(
p̂ 1 ⊗ p̂ 3
)sim
(A.39)
El modelo propuesto corresponde al modelo de fisura distribuida rotante, en el cual las direcciones
locales de la fisura n̂, m̂ y l̂ siempre coinciden con las direcciones principales de deformación p̂ 1 , p̂ 2 y
p̂ 3 . En otras palabras, el campo de las deformaciones en los ejes locales siempre es un estado principal
de deformaciones, y en consecuencia solo posee componentes normales de tensión o compresión, y carece
de deformaciones angulares: εij = 0 ↔ i 6= j. Lo anterior implica que las deformaciones angulares ε12 y
ε13 son nulas: ε12 = ε13 = 0. Aplicando las anteriores consideraciones en la expresión A.39, se consigue:
N : ε = 0 (A.40)





N = ε : (N : .ε)
= (ε : N) : .ε
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